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Tréjmian kwadratowy

Praktyczne rady

Oto kilka obserwacji, ktére pomagajg w pracy z rownaniami kwadratowymi:

e Staraj sie pracowac¢ zawsze z réwnaniem, w ktorym wspotczynnik przy x
jest dodatni. Pamietaj tylko, ze réwnanie ax? +bx +c =0 jest rownowazne
réwnaniu —ax2 — bx — ¢ = 0, ale funkcja f(x) = ax? + bx + ¢ nie jest tozsama
z funkcja dana wzorem g(x) = —ax® — bx — c.

e Jezeli rownanie postaci x% + px + g = 0 ma wsp6tczynniki catkowite i wyréz-
nik jest pelnym kwadratem liczby catkowitej, to pierwiastki tez sa catkowite.
Istotnie, przy tym zalozeniu liczby p i \/p? — 4q sa liczbami calkowitymi tej
samej parzystosci, a zatem pierwiastki sq catkowite.

e Jezeli delta jest liczbg ujemna, to rownanie nie ma pierwiastkéw, ale funkcja
istnieje. Chodzi o to, Ze czasami uczniowie w zadaniu typu: ,,Zbadaj przebieg
zmienno$ci funkcji okre$lonej wzorem h(x) = X2 + x + 2” obliczaja wyr6znik
i po stwierdzeniu, Ze jest on ujemny, koncza prace, ,bo jak delta jest ujem-
na, to juz koniec rozwigzania”. Tymczasem ujemna delta to twdj przyjaciel,
a nie wrog!

e Ze wzoru na pierwiastki réwnania postaci xZ + px + g = 0 wynika, ze w tym
przypadku /A = |x; — X2/, a zatem jest to dlugo$¢ odcinka miedzy pierwiast-
kami réwnania. Nauczyciel moze to wykorzysta¢ do szybkiego wymy$lania
rownan do rozwigzania albo do kontroli pracy ucznia. JeS$li na przykiad,
zapomni kartki z przygotowanymi zadaniami, nie ma tez podrecznika ani
tablic, a musi natychmiast wymys$li¢é réwnanie do rozwigzania. Wybiera
woweczas sobie dwa pierwiastki, ze wzoréw Viéte’a oblicza w pamieci wsp61-
czynniki, a z tej zasady wie natychmiast, jaka ma by¢ delta.

e Oto przepis na rownanie o wyrézniku A =25. Jest nim na przyklad kaz-
de réwnanie postaci x%+(2k +1)x +(k — 2)(k +3) =0, ewentualnie postaci
x2 — 2k + 1)x + (k — 2)(k + 3) = 0. To sa ciekawe motywy zadan.

Arabski sposéb rozwigzywania
rownan kwadratowych

Przy napietym programie nauczania ten Sredniowieczny sposéb rozwigzywania
rownan kwadratowych moze nie zmie$ci¢ nam sie na lekcji. Warto jednak wy-
gospodarowac troche czasu i zapozna¢ z nim uczniéw, szczegdlnie w klasach
o profilu humanistycznym.

Abdullah Muhammed ibn Muza Al-Chorezmi al-Magusi (ok. 783-850) byt
znanym uczonym. To od jego nazwiska pochodzi stowo algorytm. W swoim
traktacie Al-kitab al-muhtasar fi hisab al-dzabr wa-l-mukabala — z deformacji
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WYKLAD 10

przedostatniego sfowa tytutu wzieta sie nazwa ,algebra” — podal interesujaca
klasyfikacje réwnan:

Kwadraty réwne pierwiastkom: ax? = bx.

Kwadraty réwne liczbie: ax? = c.

Pierwiastki rowne liczbie: bx = c.

Kwadraty i pierwiastki réwne liczbie: ax? + bx = c.

Kwadraty i liczby rowne pierwiastkom: ax? + ¢ = bx.

S Uk W

Pierwiastki i liczby réwne kwadratom: bx + ¢ = ax?.

Kazdy z tych typow umial rozwigzac.

Zacznijmy od réwnania x2 + 10x = 39. Kre$limy (albo tylko wyobrazamy so-
bie!) kwadrat. Diugo$¢ jego boku jest nasza niewiadomg x. Do tego kwadratu
dorysowujemy prostokaty, ktorych dtuzsze boki sg rowne potowie wspdtczynni-
ka przy x, to jest 5. Figure o ksztalcie litery I', utworzong z kwadratu i dwéch
dobudowanych prostokatéw, starozytni Grecy nazywali gnomonem. Taki gno-
mon ma pole x2 + 2 - 5x = x? + 10x. Réwnanie, ktére mamy rozwigza¢, narzuca
warunek, ze pole to jest rowne 39. Jezeli jednak 6w gnomon dopeilnimy do
kwadratu, to otrzymamy ,,duzy kwadrat” o boku x + 5.

X 5—
X x> 5x
|5 5x 25

Pole ,duzego” kwadratu jest rowne 39 + 52 = 64, a to znaczy, ze (X + 5)° = 64,
skad x + 5 = 8. Opuszczamy tu nieznane we wczesnym Sredniowieczu rozwiaza-
nie ujemne. Z rownania x + 5 = 8 wyznaczamy ostatecznie x = 3.

Zaryzykuje tu teze, ze sposoOb ten jest nie gorszy niz ten, ktérego od czaséw
Oswiecenia uczymy w szkotach, i réwnie dobrze pokolenia uczniow mogtyby nie
stysze¢ o delcie! Zobaczmy najpierw, ze sposob arabski jest prostszy rachun-
kowo! Poréwnajmy. Rozpatrzmy réwnanie x2 + 8x — 153 = 0. Sposéb tradycyjny
wymaga obliczenia A =82 +4 -153 =676. Musimy teraz wyciaga¢ pierwiastek
7 dos¢ duzej liczby 676. Ile to jest..., chwileczke, gdzie mdj kalkulator... aha, juz
wiem, to 26, wiec obliczamy:

~8+26 _ 18 _
2 279

_8-26_-34_

X1 2 2

X2 =

W sposobie arabskim wiemy, ze trzeba dobudowac¢ prostokaty o boku 4 i ze
,duzy” kwadrat bedzie mial pole 42 + 153 = 169. Zatem x+4 =13 albo x+4 =
=—13, czyli x =9 albo x = —17. Szybciej, mniejsze liczby i prawie bez rachunkéw.
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WYKLAD 11

Piec

Nie tylko kon, co ma cztery nogi, sie potknie: o cztowieku niezrecznym i niema-
drym powiemy (prawda, ze troche nietadnie), ze to takie cztery litery, a w ogéle
to brak mu piatej klepki. Taki rzadko bywa kuty na cztery nogi i na pewno nie
zna niczego jak swoje pie¢ palcow.

Nie ple¢my piate przez dziesiate, a jeSli co§ robimy, to starannie, nie za$
ni w pie¢ ni w dziewie¢. Uwazajmy, zebySmy nie byli potrzebni jak pigte koto
u wozu.

W matematyce liczba 5 wystepuje w wielu ciekawych twierdzeniach. Jest
tylko pie¢ wielo$cianéw foremnych (platoniskich), czyli takich, ktére maja jedna-
kowe foremne $ciany, zbiegajace sie w kazdym wierzchotku w tej samej liczbie.
Wigzano je z zywiolami: czworo$cian z ogniem, szeScian z ziemia, oSmioScian
7 powietrzem, dwudziesto$cian z woda. Ostatni odkryty wielo$cian foremny —
dwunasto$cian — wiazano z harmonia Wszech$wiata.

Kazda elipsa i kazda hiperbola jest wyznaczona przez pie¢ punktéw. Nie
istnieja wzory na pierwiastki dowolnego réwnania piagtego stopnia i to odkry-
cie (1824, Niels Henrik Abel, wcze$niejszy dowdd Ruffiniego byt niezrozumiany
przez wspotczesnych) dato poczatek nowoczesnej, bardzo ,,zalgebraizowanej”...
algebrze.

Pitagorejczycy nazywali 5 liczbg matzenska, bo jest suma pierwszej liczby
zenskiej 2 i pierwszej meskiej 3. Liczby mialy bowiem swdj rodzaj: parzyste
zenski, nieparzyste meski, z wyjatkiem nijakiej jedynki.

Pitagoras bowiem nazywatl liczbe pie¢ liczba godowa,
liczba spetnionych za$lubin i malzenstwa, dla tej przy-
czyny, iz jest ztozona z tryas, ktéra jest pierwsza liczba
nieparzysta i niepodzielna, i dyas, ktora jest pierwsza
liczba parzysta — jakoby maz i niewiasta spleceni razem.
Jakoz w istocie, w starozytnym Rzymie zapalano w dzien
za$lubin pie¢ woskowych pochodni i nie wolno byto za-
pala¢ wiecej, cho¢by na $lubie najbogatszych. Co wiecej,
za dawnych czaséw poganie wzywali pieciu bogéw, albo
raczej jednego boga w pieciu taskach, dla tych, ktérzy
sie zaSlubiali: Jowisza weselnego, Junone, przodownice
Swieta, Wenere piekna, Pythone, boginie namowy i piek-
nych stéwek i Diane na pomoc w pracy rodzenia.

Francois Rabelais, Gargantua i Pantagruel,
przekl. Tadeusz Boy-Zelenski

Pie¢ daréw umystu: zdrowy rozum,
wyobraznia, fantazja, abstrakcja, pamiec.

Stephen Hawes, 1515
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Liczby w kulturze

Szesc¢

Liczba szes¢ jest w madrosci ludowej do$¢ duza: ,,gdzie kucharek sze$§é¢, tam nie
ma co je$¢”. W czasach starozytnych symbolizowata rownowage i harmonie, wy-
razang przez dwa tréjkaty zlaczone podstawami. Jest liczba doskonala. Swiety
Augustyn pisze!?: ,To ze wzgledu na doskonalo$¢ liczby szes$¢ calo$¢ stworzenia
dokonana zostala, jak opowiada Pismo Swiete, przez szeéciokrotne powtérzenie
tego samego dnia, czyli w przeciggu sze$ciu dni. Wszak liczba ta jest pierwsza
liczba, ktéra stanowi sume swoich cze$ci, to jest sume szostej czesci, trzeciej
czeSci i potowy, czyli suma jedynki, dwdjki i tréjki, ktére po dodaniu tworza
wlasnie sze$¢”.
1-2-3=1+2+3

Liczby doskonate to liczby, ktére sg rowne sumie swoich dzielnikow witasci-

wych, to znaczy dzielnikéw mniejszych od nich:

6=1+2+3

28=1+2+4+7+14

496=1+2+4+8+16+31+62+124+248

8128 =1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032 +4064

1447401115466452442794637312608598848157367749147483588906635434
9131199152128 = 2126 . 170141183460469231731687303715884105727

Ta ostatnia z wymienionych liczb jest najwieksza liczba doskonala znalezio-
na bez pomocy komputera.

Parzyste liczby doskonate musza mie¢ posta¢ 2"(2™! — 1), przy czym 2™ — 1
musi by¢ liczba pierwsza (takie liczby pierwsze nazywajq sie liczbami Mersen-
ne’a), w powyzszych przyktadach mamy n =1, 2,4, 6. Nie wiadomo, czy istnieje
nieparzysta liczba doskonata. Préby jej znalezienia sie nie powiodly i wykazano,
ze jezeli istnieje, to musi by¢... bardzo duza. Ale dowodu ogdlnego nie ma.

W prawie wszystkich kulturach przyjeto sie noszenie pier$cionka na ser-
decznym palcu i nawet to moze mie¢ zwigzek z doskonalosciag liczby 6. Ot6z
w starozytnym Egipcie wyobrazeniem liczby 6 byla reka z zagietym tym wlasnie
palcem, a poniewaz szdstka jest doskonala, ten palec byt najbardziej honorowy.
Mozna wierzy¢ w to wytlumaczenie, mozna nie wierzy¢, tak jak w cala pozostalg
symbolike liczb.

19 Swiety Augustyn, O paristwie Bozym. Przeciw poganom ksiqg XXII, ttum. Wiktor Kornatow-
ski, Warszawa 1977.
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WYKLAD 11

Jedna muszka, jedno jabtko
i kreseczka jedna
Ta cyferka, moje dziecie
zawsze taka biedna.
Tu dwie muszki, dwa jabtuszka
i kreski dwie stoja.
Juz im razniej, juz sie one
nie kazdego boja.
Trzy jabtuszka i trzy muszki,
a kreseczek ile?
Pewnie wiesz, dziecino moja,
pomysl tylko chwile.
Cztery kreski, cztery jabtka
i muszek do pary.
Jak mi dzieci nie policza,
Powiem, ze niezdary!
Tu piec¢ kresek i pie¢ jabtek,
Tylko much nie licze.
Bo nie darmo wszak w liczeniu
Gloéwki wasze ¢wicze.
Sze$¢ much przyszto do jabluszek.
Kreski rowno stoja.
Cho¢ ich szes$¢ jest, ale grzeczne.
Jak dzieci nie broja!

Kto policzy te obrazki?
Wydawnictwo M. Arcta, 1928

Siedem

Nie wszedzie siedem jest szcze$liwag liczba. Sibdemka nie symbolizuje pomysl-
noéci na przyklad w Japonii, z ktérej pochodzit Kiichiro Toyoda, zatozyciel
koncernu Toyota. Dlaczego litere d w jego nazwisku zastapiono w nazwie firmy
przez t? Wtasnie z powodow symbolicznych. Stowo Toyoda w japonskiej pisowni
jest wyrazane siedmioma znakami, a Toyota — juz o§mioma. W kraju Kwitnacej
Wiéni to liczba osiem jest uwazana za szczeSliwa. I wlasnie dlatego niektorzy
z nas jezdza Toyota, a nie Toyoda.

Znekany swoja stawa niestychana,
W tych calych ichnich Zjednoczonych Stanach,
w ideologii wstretnej i nam ztej,
zyt Hollywoodu gwiazdor numer jeden,
tak zwany agent 007,
czyli James Bond, szpieg FBI i CIA.
(...)
Wiodzimierz Wysocki, Agent 007,
przeki. Michat B. Jagietto

78



Przekazujmy naszym uczniom dyskretne
sygnaty, ze matematyka jest najlepsza,
najciekawsza, najwazniejsza, najbardziej
wciqgajqca. A dopiero na koncu dodawajmy,
Ze takze najbardziej wymagajqca.

Wyktady Michata Szurka sg przeznaczone zaréwno dla
doswiadczonych nauczycieli, jak i dla studentow, ktorzy
dopiero przygotowuja sie do pracy w szkole. Pierwszym
zaproponuja nowe podejscie do przedstawiania niektérych
tematéw i zagadnien. Drugim pomoga przezwyciezyc
strach przed lekcjami, poznac¢ zasady ich prowadzenia

i uporzadkowac swa wiedze. Wszystkim dadzg mozliwos¢
odkrycia wtasnego twoérczego sposobu na nauczanie,

a dzieki temu przekonania uczniéw, ze matematyka jest

i pozyteczna, i interesujaca.

W sktad serii wchodzi osiem toméw, a kazdy z nich
gwarantuje lekture zajmujacg, petng ciekawostek
i interesujacych komentarzy.

GDANSKIE WYDAWNICTWO
OSWIATOWE




