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Pienigdze

Zadanie maturalne sprzed 125 lat

Przeanalizujemy teraz bardzo gruntownie zadanie z egzaminu maturalnego
z czasOw zaboréw. Okaze sie wyjatkowo interesujgce. Rozwiazywali je w 1881
roku uczniowie klas 6smych liceéw Okregu Naukowego Warszawskiego. Przyta-
czam je w tlumaczeniu z rosyjskiego, gdyz dopiero od 1905 roku w szkotach
Kroélestwa Kongresowego jezykiem wyktadowym byt polski.

0,46666... sumy otrzymanej ze sprzedaZzy weksla 36000 rs., z potrqceniem 8%
za 9 miesiecy przed terminem, uzyto na kupno lasu prostokqtnego o dtugosci 768
sqzni, szerokoSci 175 sqzni. Za reszte otrzymanych pieniedzy kupiono dom; do-
chéd z domu za trzy miesiqce stanowi tyle rubli, ile zaplacono za dziesiecing®*
lasu. Obliczy¢, jaki procent przynosi kapitat uzyty na kupno domu.

Zadanie postuzy nam najpierw do uzmystowienia sobie, czym jest weksel.
Jest to jeden z papieréw warto$ciowych, podobny do obligacji, o ktérych pi-
sze dalej. Wystawca weksla otrzymuje od kupujacego okreslona sume pieniedzy,
a w terminie oznaczonym na wekslu (termin wykupu) ma zwrd6ci¢ pieniadze,
zwykle wiecej niz pozyczyl. Przed tym terminem wystawca nie ma obowiaz-
ku wykupienia weksla. Dlatego weksel ma wtedy mniejsza warto$¢ niz w dniu
wykupu. To zmniejszenie warto$ci weksla nazywamy dyskontem handlowym.

Rozwigzmy to zadanie prawie wedilug standardow wspodiczesnego egzaminu
maturalnego. Bedziemy szuka¢ odpowiedzi na kolejne naturalne pytania.

1. Zamieniamy 0,46666 ... na utamek zwykly, sumujac szereg geometryczny:
0,4(6)=14—0+6-§2(%)n=i+6-i=%+£—£—l

10 17% 90 ~ 90 " 15

2. Ile otrzymano za weksel? Za weksel otrzymano 36 000 - (1 — 0,08) =33120
[rubli srebrem].

3. Zaile kupiono las? Las kupiono za % - 33120 = 15456 [rubli].

4. Zaile kupiono dom? Dom kupiono za reszte pieniedzy pozostalych ze sprze-
dazy lasu, to jest za 33120 — 15456 = 17664 [rubli].

Ile dziesiecin mial las? Las miat 762%07 2 =56 dziesiecin.

Ile ptacono za dziesiecine lasu? Placono za nig 155‘(*356 = 276 [rublil.

7. Liczba otrzymana w punkcie 5 jest dochodem z domu za trzy miesiace. Ile
wynosi dochéd z domu za rok? Dochdéd z domu za rok wynosi 4 razy tyle,
czyli 276 - 4 = 1104 [rubli srebrem)].

8. Jaki procent przynosi kapitat uzyty na kupno domu? Kapitat uzyty na kupno

domu przynosi procentowo doch6d réwny % = 6,25% w skali rocznej.

24 po zadania nie bylo dotaczone niezbedne dzi§ wyjasnienie, ze dziesiecina to 2400 sazni
kwadratowych.
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WYKLAD 13

PrzenieSmy sie na chwile myS$la w tamte lata. Zobaczmy maturzystéow
rozwiazujacych to zadanie, piszacych piérem z obsadkq i staldowkq maczang
w katamarzu, suszacych napisany tekst bibutq i starajacych sie (na ogét bezsku-
tecznie) wytrze¢ kleksy gumka?s. Niech dotrze tez do naszej $wiadomosci, ze
wszystkie obliczenia musieli wykonywac recznie. Nie mieli nawet prymitywnego
kalkulatora z telefonu komoérkowego. Zreszta, korzystanie z telefonéw komor-
kowych pewnie i wtedy bylo zabronione. Chociaz... wcale nie! Na pewno nie
bylo przepisu, ktéry mowitby: ,nie wolno uzywac telefonéw komorkowych”.

Korzystajac z okazji, przypomne dawne miary. Historycznie sqzen to sze-
roko$¢ rozkrzyzowanych rak (stad nazwa, od siegac). Jak zwykle, w dawnych
czasach niemal kazdy powiat mial swoje wlasne miary. W zaborze rosyjskim
na ziemiach polskich dekretem z 1849 roku wprowadzono sazen rosyjski.
W uktadzie metrycznym byt on réwny 2,1336 m. Proponowane nizej zadanie
przeliczenia dziesieciny na hektary wcale nie bedzie fatwe dla uczniéw gimna-
zjow, nawet jeSli — co oczywiScie polecam — uzyjq kalkulatora.

Zadanie 1. 1 sgzen = 3 arszyny = 7 stop = 48 werszkow = 84 cale = 2,1336 me-
tra. Wiedzac, ze 768 x 175 sazni to 56 dziesiecin, oblicz, ile hektaréw miata
dziesiecina.

Zadanie maturalne AD 1881 wyjatkowo dobrze nadaje sie do realiéw naszego
kraju AD 2006. Wystarczy drobny retusz. Oto zadanie z czaséw gtebokiego
caratu przerobione na obecne realia.

Zadanie 2. Dwaj bracia otrzymali w spadku 360 tysiecy zlotych. Podzielili sie
nim w stosunku 8:7 (starszy wzial oczywiscie wiecej). Kazdy zaptacit 8% podat-
ku spadkowego. Mtodszy z braci kupil mieszkanie o powierzchni 56 m?. Starszy
ulokowat pieniagdze w banku na lokacie z kwartalng kapitalizacja. Odsetki z tej
lokaty nie sgq doliczane do stanu konta, tylko wyptacane, po potraceniu podat-
ku od lokat w wysoko$ci 20%. Efektywny kwartalny dochdd z lokaty jest réwny
cenie metra kwadratowego mieszkania zakupionego przez mtodszego brata. Na
jaki procent zostat ztozony majatek starszego brata?

Wykorzystam zadanie z 1881 roku — a raczej jego uwspolczesniong wersje
przytoczong powyzej — do pogadanki o uktadaniu zadan i o niestandardowych
metodach ich rozwiazywania. W zadaniu tym wystepuja mianowicie takie dane:

m — majatek odziedziczony przez braci,

d — stosunek podziatu,

p — procent podatku spadkowego,

s — powierzchnia mieszkania,

25 0 znaczenie stow zaznaczonych kursywa zapytaj dziadka.
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Pienigdze

1 — cena za metr kwadratowy mieszkania,

d; — wysoko$¢ podatku od lokat,

q — procent, na jaki zostat ztozony majatek starszego brata,

c> — dochdd z lokaty za kwartat (po podatku od lokat).

Z treSci zadania mamy c; = c. Zadanie maturalne polegato na obliczeniu g,
gdy znamy m, d, p, s, c1, C2, di. Mozemy zatem utozy¢ siedem innych zadan —
w kazdym z nich przyjmujemy, ze znamy siedem sposrod tych danych, a mamy
obliczy¢ 6sma.

Oto pierwsze z tych zadan, lekko zmodyfikowane:

Zadanie 3. Dwaj bracia odziedziczyli 360 tysiecy ztotych. Podzielili sie¢ nimi nie
po polowie, a w pewien inny sposob, z tym ze mlodszy brat dostat mniejsza
czeS¢. Podatek spadkowy wyniost 8%. Za pozostate pienigdze mtodszy brat ku-
pil mieszkanie o powierzchni 56 m?, a starszy ulokowal pieniadze na lokacie
0 oprocentowaniu 7%% z kwartalng kapitalizacja odsetek. Kwartalne odsetki nie
sg doliczane do rachunku, a wyptacane klientowi, z tym ze od dochodoéw z lo-
kat pobierany jest podatek w wysoko$ci 20%. Po trzech miesiacach starszy brat
otrzymal tyle, ile wynosita cena metra kwadratowego mieszkania, ktore kupit

mtodszy brat. W jakim stosunku bracia podzielili pienigdze?

Rozwiazanie. Oznaczmy przez x te czeSC pieniedzy, ktéra wzial mtodszy

brat. Zatem mieszkanie kupit za 0,92 - 360000 - x, a wiec za metr kwadra-

60000 -x _ 41400x
56 - 7

360000 ztotych. Roczny procent 7% po uwzglednieniu 20% podatku od lo-

towy zaplacit 0.92-3 zlotych. Starszy brat otrzymal (1 —x) -

kat obniza sie do 0,8 - 7% = 6%%. Po kwartale starszy brat otrzymuje zatem

1
z banku wyptate w wysokoSci % -(1-x)- fTZo - 360000 =5175 - (1 — x) ztotych.
Otrzymujemy zatem réwnanie w =5175 - (1 — x), skad wyznaczamy x = %

Bracia podzielili sie zatem w stosunku 8:7.

Nastepne zadanie moze by¢ na przyktad takie:

Zadanie 4. Dwaj bracia odziedziczyli 360 tysiecy ztotych. Podzielili sie nimi tak,
7e starszy wzigl 1% tej sumy, a mlodszy % Kazdy z nich zaptacit podatek spad-
kowy w wysokos$ci 8%. Za pozostate pienigdze mtodszy brat kupil mieszkanie,
a starszy ulokowat swoje w banku na lokacie o oprocentowaniu 7%% z kwartal-
na kapitalizacja. Kwartalne odsetki nie sg doliczane do rachunku, a wyptacane
klientowi, z tym Ze od dochodéw z lokat pobierany jest podatek w wysokoSci
20%. Po trzech miesigcach starszy brat otrzymat tyle, ile wynosita cena metra
kwadratowego mieszkania, ktére kupit mtodszy brat. Ile metréw kwadratowych
miato mieszkanie?

39



Statystyka opisowa

Jak poprawi¢ wyniki nauczania? Dyrektor szkoly stwierdza, ze w klasach A
i B oceny semestralne r6znia sie znacznie. Przesuwa kilku uczniéw z klasy A
do klasy B i osiaga cel: w obu klasach wzrosta $rednia ocen.

Nietrudno zrozumied, jak to jest mozliwe. Jesli w klasie A jest uczen, ktdry
ma Srednig ocen nizsza od Sredniej klasy A, ale wyzsza od Sredniej klasy B, to
przesuniecie go do B spowoduje ten wtasnie skutek. Na tym efekcie oparte jest
przekonanie autoréw Encyklopedii galicyjskiej (wyd. Anabasis, Krakow 1998), ze
w dniu, w ktérym Zygmunt III Waza wraz z dworem przeniést sie do Warszawy,
w obu tych miastach wzrést $redni poziom inteligencji.

Jak mozna da¢ kazdemu podwyzke, powodujac jednoczesénie spadek $red-
niego wynagrodzenia? Proste: da¢ niewielka podwyzke tym, ktérzy juz pracuja,
i przyja¢ do pracy wiele nisko ptatnych oséb. Srednia spadnie... a w warunkach
zadania nie bylo przeciez mowy o globalnym funduszu ptac. Podobno przed
1989 rokiem pewien dyrektor panstwowego zaktadu pracy tak sie zachowat.

Regularne pltywanie. W czasie pobytu w sanatorium wroécitem do regularne-
go plywania. Plywam wolno, bo juz nie te lata... Wiem, Ze przez pierwsze po6t
godziny moge przeplyna¢ w 3 minuty dwie dlugosci basenu. Przez nastepne p6t
godziny plyne juz wolniej: na kazda dlugos$¢ basenu zuzywam dwie minuty. Ale
— pomyslatem sobie — skoro najpierw pokonuje dwie dlugo$ci w trzy minuty,
a potem jedna w dwie minuty, to Srednio daje to trzy dltugosci basenu w 5 minut,
a zatem 36 — w godzine.

Zrobitem tak, jak sobie wyliczylem. Na $cianie ptywalni wisial duzy zegar
i moglem precyzyjnie kontrolowac¢ swoj czas. Najpierw dwie dtugosci na 3 minu-
ty, potem jedna dlugo$¢ na dwie minuty. Okazato sie jednak, ze przeplynatem
nie 36, a 35 diugos$ci basenu.

Po kilku dniach plywalem juz nieco szybciej. Najpierw 5 diugos$ci basenu
W 7 minut, a po pewnym czasie (i zmeczeniu) 3 dltugosci w 5 minut. Pomysla-
fem sobie, ze $rednio da to 8 diugosci w 12 minut, czyli 40 w godzine. Zatem
pierwsze 20 diugoSci poptyne szybciej, a potem zwolnie, zeby $rednia byta taka,
jak zaplanowalem. Potem nastepne 20 diugo$ci w wolniejszym tempie. Kontro-
lowatem czas... i znow nie wyszto. Stojac pod prysznicem po wyjsciu z ptywalni,
zrozumiatem, dlaczego. Po prostu dodawatem utamki tak, jak zly uczen: licznik
do licznika, mianownik do mianownika.

Jeszcze jeden przyklad manipulacji Sredniag. Omoéwie doktadniej paradoks,
0 jakim wspomniatem w wykladzie 10. W Europie zuzycie paliwa przez samo-
chdd opisujemy liczba litréw, jakie samoch6d zuzywa na 100 km. W USA jest
inna zasada: podajemy, ile mil przejedziemy na jednym galonie. Nie wchodzac
w amerykanskie miary, obliczmy ,po europejsku” i ,po amerykansku” $rednie
zuzycie paliwa w samochodzie moim i mojej zony. Mgj samochdd zuzywa prze-
cietnie 8 litrow na 100 kilometréw. Zona ma ciezszy samochéd, wiekszej mocy
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WYKLAD 14

i jezdzi energiczniej. Przecietne zuzycie paliwa przez jej samochdd to 12,5 litra
na 100 km. Jezdzimy tak samo czesto. Jakie mamy przecietne zuzycie paliwa?
OczywiScie % =10,25 litra na 100 kilometréw. Obliczmy to jednak inaczej,
sposobem amerykanskim. Ja na jednym litrze przejade az 12,5 kilometra, zo-
na przejedzie tylko 8 km. Przypominam, ze jezdzimy réwnie czesto. A zatem
$rednio przejezdzamy na jednym litrze paliwa 1237”3 =10,25 kilometra. Zgadza
sie? Nie! Dziesie¢ i ¢wier¢ kilometra na jednym litrze paliwa to zuzycie mniejsze
niz 10,25 litrow benzyny na 100 kilometrow!

Rozwiazanie paradoksu tatwo zrozumie¢. Znajdzmy wzor na konwersje ame-
rykanskiego sposobu obliczania $redniej na europejski. Je$li przejezdzam a
kilometréw na jednym litrze paliwa, to na sto kilometréw zuzyje % litrow.
Wykresem funkcji f(a) = % jest hiperbola. Niech p i g beda dwiema liczbami,
reprezentujacymi zuzycie paliwa w litrach na 100 kilometréw. Srednie zuzycie

obliczone po europejsku to oczywiScie % litréw na 100 kilometrow. A po ame-

rykansku? To Srednia liczb % i %, czyli % - (% + %) Gdy chcemy ten wynik
»przerobi¢ na Europe”, musimy do wyniku zastosowa¢ funkcje odwrotnag do f,
= ﬁ Ale wartoscia tej funkcji dla y = % - (% + %) nie

jest $rednia arytmetyczna liczb a, b.

a wiec funkcje g(y)

Paradoks Simsona. O miejsce w reprezentacji Polski w pilce noznej ubiegali
sie dwaj obywatele naszego kraju: Mugabe Burunda z klubu Liverpool i Nugat
Pereira da Silva Corto y Derecho (grajacy na co dzien w Pogoni Szczecin). Trener
Michal Kojonkowski poddat ich testowi. W poniedziatek i wtorek strzelali do
pustej bramki. Mugabe strzelat 50 razy, z czego 15 strzatéw bylo celnych. Pere-
ira strzelat 25 razy i trafil 7 razy. We wtorek Mugabe strzelat 25 razy. Dziesie¢
strzalow ugrzezlo w siatce. Dla rGwnowagi Pereira wiecej: strzelat 50 razy i trafit
19 razy. W Srode zebrat sie zarzad. ,No c6z, sprawa jest jasna. Mugabe mial
w poniedziatek skuteczno$¢ 30%, a Pereira 28%. We wtorek sprawa sie powtorzy-
ta: Mugabe 40%, Pereira 38%. Powotujemy Mugabe!”. Sprawa by sie zakonczyta,
ale wstatl znany byly pitkarz Zdzistaw Coniek. ,Zaraz, zaraz! Obydwaj strzelali
75 razy. Mugabe trafit 15+ 10 =25 razy, a Pereira 7+ 19 = 26 razy. Nie jest to
duza réznica, ale jednak Pereira jest géra. Powolujemy Pereire!”.

Taka manipulacja procentami zdarza sie bardzo czesto. Prosze przeczytaé
jeszcze raz ten przyklad. Zrozumienie uodporni Panstwa na podobne mani-
pulacje, na ktére daja sie nabra¢ nawet profesorowie matematyki (moze nie
profesorowie statystyki!). Ze swej strony nie sadze, aby przyczyna niepowodzen
naszych pitkarzy na mistrzostwach $wiata 2006 roku byla nieznajomo$¢ para-
doksu Simsona w zarzadzie Polskiego Zwiazku Pitki Noznej.

Przyklad autentyczny! Oto inny przyklad manipulacji danymi statystyczny-
mi, aby uzyska¢ z gory zalozona teze. Omawiaja to podreczniki statystyki, ale
nie przypuszczatem, zeby kto$ dat sie na to nabra¢. Tymczasem...
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Przekazujmy naszym uczniom dyskretne
sygnaty, ze matematyka jest najlepsza,
najciekawsza, najwazniejsza, najbardziej
wciggajaca. A dopiero na koncu dodawajmy,
Ze takze najbardziej wymagajqca.

Wyktady Michata Szurka sg przeznaczone zaréwno dla
doswiadczonych nauczycieli, jak i dla studentow, ktérzy
dopiero przygotowuja sie do pracy w szkole. Pierwszym
zaproponuja nowe podejscie do przedstawiania niektérych
tematéw i zagadnien. Drugim pomogag przezwyciezyc
strach przed lekcjami, poznac zasady ich prowadzenia

i uporzadkowac swa wiedze. Wszystkim dadzg mozliwos¢
odkrycia wtasnego twoérczego sposobu na nauczanie,

a dzieki temu przekonania ucznidow, ze matematyka jest

i pozyteczna, i interesujaca.

W sktad serii wchodzi osiem toméw, a kazdy z nich
gwarantuje lekture zajmujaca, petng ciekawostek
i interesujacych komentarzy.
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