Rozwigzanie
Relacje tworza wszystkie pary liczb, ktorych suma jest nie mniejsza od 5, czyli
mozna j3 zapisa¢ w postaci:

P={(1,4),2,3),(2,4),3,2),(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3), (4,4)}.

Aby przedstawi¢ relacj¢ za pomoca macierzy, musisz zauwazy¢, ze
w pierwszym wierszu (podpisanym ,,1”’) trzeba wstawi¢ jedynke w kolumnie ,,4”
(sposrod wszystkich par rozpoczynajacych sie 1, tylko (1, 4) nalezy do relacji),
w drugim wierszu jedynki muszg si¢ pojawi¢ w kolumnach ,,3” 1 ,,4” (sposrod
wszystkich par rozpoczynajacych si¢ 2, tylko (2, 3) 1 (2, 4) naleza do relacji),
analogicznie w trzecim wierszu jedynki znajdg si¢ we wszystkich kolumnach
poza ,,1”, a w wierszu ,,4” we wszystkich bez wyjatku:

AW NN =
- o O O =
—_—_ o o
—_ = = o W
S SN AN

Poniewaz ten sam zbior A= {l,2,3,4} jest zaré6wno dziedzing, jak
1 przeciwdziedzing relacji P, do przedstawienia relacji mozna uzy¢ grafu z jedna
kopia kazdego elementu. Przedstawia go rys. 3.2.

1 2

A A

v
4 < ‘D

Rys. 3.2. Graf relacji
Zwro¢ uwage na pare (3, 3), reprezentowang przez strzatke biegnaca od ,,3” do

»37. Takie strzatki, rozpoczynajace si¢ 1 konczace w tym samym punkcie
(wierzchotku), nazywamy petlami.
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Przyklad 3

Dane sg relacie Pc 4> :xPy<x2y i Qc4®: xQy < x+y>4, przy czym
A=1{1,2,3,4}. Wyznacz ich dopetnienia, sumg, iloczyn, obie roznice i relacje
odwrotne. Wynikowe relacje przedstaw za pomocg macierzy.

Rozwiagzanie
Zacznijmy od przedstawienia obu relacji za pomoca macierzy:

P 123 4 0 123 4
1 100 0 1 Joo0 11
2 /1100 2 10 1 11
3 (1110 30011 11
4 111 1] 4 |11 1 1]

Dopetnienie relacji, podobnie jak dopetnienie kazdego innego zbioru (relacja
jest zbiorem par!), tworzg te elementy (czyli te pary), ktore nie naleza do relacji.
Zacznijmy od relacji P. 1 jest w relacji z 1, a nie jest z 2, 3 ani 4. Wynika stad,
ze wrelacji P’ 1 niejestz 1, ajest z 2, 314. Z tego wzgledu, w macierzy relacji
P’ wwierszu ,,1” pierwszym elementem jest zero, a pozostale to jedynki.
Podobnie postepujemy z pozostatymi wierszami. Mowigc inaczej, aby uzyskac
macierz relacji P', wszystkie zera w macierzy relacji P zamieniamy na jedynki,
a wszystkie jedynki na zera. Podobnie postepujemy z macierzg relacji Q. Efekt
tych dziatan przedstawiono ponize;j:

P12 3 4 0 123 4
1 fo 1 11 1 [1 100
2 {00 1 1 2 /100 0
3 10 001 310 000
4 10 0 0 0] 4 000 0

Suma relacji to zbior tych par, ktore nalezg do przynajmniej jednej z nich. Na
przyktad element 1 jest w relacji P z 1, a w relacji Q z 3 1 4. Wynika stad, ze
w relacji P U Q jest z 1, 3 1 4. Jezeli przy wyznaczaniu sumy relacji postugujesz
si¢ ich macierzami, musisz przepisa¢ wszystkie jedynki, ktére wystepuja w co
najmniej jednej z wyjsciowych macierzy. Iloczyn relacji to zbior tych par, ktore
naleza do obu relacji. Wynika stad, ze jezeli przy jego wyznaczaniu postugujesz
si¢ macierzami relacji, musisz przepisa¢ wszystkie jedynki, ktore wystepuja
w obu macierzach. Sumg i iloczyn relacji P 1 Q przedstawiono ponize;j:
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Roéznice relacji tworza te pary, ktore wystepuja w pierwszej relacji, ale nie
wystepuja w drugiej. Rozpatrzmy na przyktad réznice P\ Q, a doktadniej pary
rozpoczynajace si¢ od 2. Do relacji P naleza pary (2, 1) 1 (2, 2), a do relacji O
pary (2, 2), (2,3) 1 (2, 4). Sposrdod nich tylko para (2, 1) nalezy do P 1 nie nalezy
do Q. Odnoszac to do reprezentacji macierzowej: w wierszu ,,2” tylko jedynka
w kolumnie ,,1” wystepuje w macierzy relacji P i nie wystepuje w macierzy Q.
Analogicznie, w wierszu ,,2” tylko jedynki w kolumnach ,,3” i ,,4” wystepuja
w macierzy relacji O inie wystepuja w P. Analizujac w podobny sposob
pozostale wiersze, otrzymujemy macierze roznic:

P\Q 1
1|1
2 |1
3 |0
4 10

2
0
0
0
0

S O O O W

4
0
0
0
0_

O\P
1

1

0
2 |0
3o
4 |0

2
0
0
0
0

S O = = W

4
1
1
1
O_

Aby utworzy¢ macierz relacji odwrotnej, przepisujemy wiersze macierzy
wyjsciowej relacji jako kolumny (albo kolumny jako wiersze)®. Na przyklad,
pierwszy wiersz macierzy relacji P sktada si¢ z elementow 1, 0, 0 i 0, wiec
w takiej kolejnosci utworzg one pierwsza kolumne macierzy relacji P
Podobnie postepujemy z pozostalymi wierszami macierzy relacji P 1 O,
otrzymujgc macierze relacji odwrotnych. Zwro¢ uwage, ze relacje O 1 Q7' sg

sobie rOwne.
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8 Czynno$¢ ta okre$lana jest jako transponowanie (transpozycja) macierzy. Wigcej na ten
temat dowiesz si¢ z kolejnych rozdziatow.
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Przyklad 4

Dane sg relacie PCc Bx C:xPy<x+y<51QcAxB:xQy<x-y=5, przy
czym A=1{1,2,3}, B=1{2,3,4,5} 1 C=1{0,2,4}. Przedstaw je w postaci
macierzy 1 wyznacz ztozenie P o Q.

Rozwiazanie
Macierze relacji wygladaja nast¢pujaco:

P 0 2 4
5 M1 1 0o 0 23 45

1 [0o0 01
30110

2 10 1 11
4 1100

30011 11
5 (10 0]

Z definicji ztozenia wynika, ze w badanym przypadku jest ono zawarte
w iloczynie kartezjanskim 4 x C. Sktada si¢ ze wszystkich par (x, y) takich, ze
istnieje cho¢ jeden element z € B taki, ze xQz 1 zPy. Sprawdzanie kazdej pary
iloczynu 4 x C moze jednak by¢ bardzo pracochtonne, dlatego tez postuzymy
si¢ inng metodg. Szukamy ztozenia P-° Q, a wigc dla kazdego elementu x
nalezacego do D(Q) (czyli do dziedziny relacji O, w tym wypadku jest nig zbior
A) sprawdzamy, z ktorymi elementami D !(Q) (przeciwdziedziny Q, czyli
zbioru B) jest on w relacji Q. Dlakazdego takiego elementu sprawdzamy,
z ktoérymi z kolei elementami jest on w relacji P. I te elementy sg w relacji P~ Q
z elementem x. Ponizej przedstawione zostaly kolejne fazy wyznaczania
macierzy relacji P e Q.

PoQ 0 2 4 PoQ 0 2 4 PoQ 0 2 4
1 100 1 100 1 100
2 2 |1 10 2 |1 10
3 3 3 /110

Rozpatrzmy wszystkie elementy D(Q). Zacznijmy od 1. Jest ona w relacji Q
tylko z 5 (w macierzy relacji Q w wierszu ,,1” jedyna jedynka znajduje si¢
w kolumnie ,,5). W zwigzku z tym wyszukujemy wiersz ,,5” w macierzy relacji
P 1 przepisujemy zniego wszystkie jedynki. Jest tylko jedna taka jedynka,
w kolumnie ,,0”. Przepisujemy ja do macierzy zlozenia, uzupelniajac wiersz
zerami (pierwsza macierz z lewej). Przechodzimy do kolejnego elementu D(Q),
a wiec 2. W wierszu ,,2” w macierzy Q odnajdujemy jedynki w kolumnach ,,3”,
»471,,5”, a wiec w macierzy relacji P sprawdzamy wtasnie wiersze ,,3”, ,,4”
1,,5”. W wierszu ,,3” sg dwie jedynki: w kolumnach ,,0” 1 ,,2”. W wierszu ,,4”
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jest jedna jedynka, w kolumnie ,,0”. W wierszu ,,5” rowniez jedna, w kolumnie
,,0”. Ostatecznie jedynki wystepuja w kolumnach ,,0” 1,,2” (nie ma znaczenia, ze
w kolumnie ,,0” trzykrotnie). Dlatego do macierzy zlozenia wpisujemy jedynki
w kolumnach ,,0” 1 ,,2”, a reszt¢ rozpatrywanego wiersza ,,2” uzupelniamy
zerami (a wlasciwie jednym zerem w kolumnie ,,47). Efekt naszych dziatan
wida¢ w srodkowej macierzy. Ostatnim rozpatrywanym elementem D(Q) jest 3.
W relacji Q jest z elementami 2, 3, 4 1 5. Sprawdzamy odpowiednie wiersze
w macierzy relacji P i ustalamy, ze biorgc je wszystkie pod uwage, jedynki
wystepuja w kolumnach ,,0” 1,,2” (obie jedynki w wierszach ,,2” 1 ,,3”, ponadto
jedna jedynka w kolumnie ,,0” w wierszach ,,4” 1,,5”). Tak wigc do macierzy
ztozenia w wierszu ,,3” wpisujemy jedynki w kolumnach ,,0” i ,,2”. Ostateczny
rezultat widzimy w ostatniej macierzy.

Przyklad 5
Dane sg relacje Pc A :xPy< x>y i QcA?:xQy < x+y>4, przy czym
A=1{1,2,3,4}. Wyznacz ztozenia P> Q, Q> P,P°-PiQ~° Q.

Rozwiazanie
Macierze obu relacji przedstawiono ponize;j:

P 123 4 0 123 4
1 [1 00 0 1 [oo0 11
2 {1100 2 10 1 11
3 (1110 3011 11
4 11 1 1] 4 1111 1]

Operacje ztozenia w kazdym z wymienionych przypadkow wykonujemy
identycznie jak w poprzednim przyktadzie. Zauwaz tylko, ze obie relacje
okreslone sg na iloczynie zbioru 4 ze sobg, wigc rowniez kazde ze ztozen bedzie
sie zawiera¢ w iloczynie 4°.

W przypadku ztozenia P ° Q sprawdzamy najpierw, z ktorymi elementami sg
poszczegbdlne elementy w relacji O, a nastgpnie P. Na przyklad rozpatrzmy
element 1. W relacji Q jest on z elementami 3 i 4. Przechodzimy do macierzy
relacji P 1zauwazamy, ze w wierszach ,3” i ,4” jedynki wystepuja
we wszystkich kolumnach. Tak wigc ostatecznie 1 jest w relacji zlozenia
ze wszystkimi elementami. Analogicznie postgpujemy ze ztozeniem Q-° P,
jednak tutaj najpierw sprawdzamy relacje P, a pozniej Q. Na przyktad 1 jest
w relacji P tylko z 1, z kolei w relacji O 1 jest w relacji z 3 1 4. Ostatecznie wigc
1 jest w relacji ztozenia z 3 i1 4. Efekt koncowy przedstawiono ponize;j:

48



W N — o

Q
~

3

—_ e e e DN
—_— e e (D
»—i»—a>—a>—al_h
—_— - O O

2
0
1
1
1

»—‘»—tr—tr—tl.lk

—

A W N — o

S G W S—y

Ztozenia P o P (czyli P*)i Q- Q (czyli 0?) wyznaczamy podobnie, biorac pod
uwage dwukrotnie macierz relacji P (lub odpowiednio Q):

P> 1 2 3 4 0> 1 2 3 4
1 [1 0 0 O] 1 [1 1 1 1]
2 I 1 00 2 I 1 11
3 I 110 3 I 1 11
4 11 1 1) 4 |1 111
ZADANIA
1. Dla ponizszych relacji wypisz wszystkie tworzace je pary, przedstaw
w postaci macierzy 1 grafu (tam, gdzie to mozliwe, uzyj uproszczonej
wersji grafu).
a) PcAxB:xPy<ox+y<3,4=1{2,-1,0,1,2},
B={1,2,3};
b) PcA’>:xPy<IkeZ:x—y=2k,A=1{2,-1,0,1,2};
c) PcAxB: xPy<3dkeZ:x—y=3k, A={xeN:x<2},
B={xe N:x<4};
d) PcA’:xPyox*<)’, A={xeZ:-1<x<3}.
2. Przedstaw ponizsze pary relacji w postaci macierzy, a nast¢pnie
wyznacz ich dopelnienia, sumy, iloczyny, réznice i relacje odwrotne
(tam, gdzie to mozliwe):
a) PcAxB:xPyox+y<2, 0QcAxB:xQy<x—y=>-1,
A=1{2,-1,0,1,2},B={1,2,3};
b) PcA®>: xPyesIkeZ:x—y=2k,Qc A’ :xQy < xy>0,
A=1{-1,0,1,2};
c) PcAxB:xPyeoxy<2,0cBxC:xQy<=xy>1,
A={-1,0,1,2},B={1,2,3},C={x e N:x<2}.
3. Dla ponizszych par relacji wyznacz wszystkie mozliwe ztozenia sposrod

PeQ,Q°P PiQ%
a) PcAxB:xPyeox+y<2, QcAxB:xQye=x—-y=-1,
A={2,-1,0,1,2}, B={1,2,3};
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ODPOWIEDZI
1. Przyktadowe rozwigzanie ogdlne i rozwigzania bazowe (r.b.):

a) X1:2,XQ: 1;

b) X1 :3,)62:2,)63: 1;

c) ukfad sprzeczny;

d) uktad sprzeczny;

e) x1=40-2a,x,=a,gdziea € R, r.b.: (40, 0), (0, 20);

f) x1=34+33a,x2=-12—-13a,x3=a, gdziea € R;r.b.:
(34,-12, 0), (46/13, 0,—12/13), (0, 46/33, —34/33);

g) X1 = 13/2 — ay — 5/2612, X2 =d1, X3= 1, X4 = A2, gdzie a, ay € R;
r.b.: (13/2,0, 1, 0), (0, 13/2, 1, 0), (0, 0, 1, 13/5);

h) x1=10-1la; +2a2, x2=-3+5a1—ax, x3=ai, x4=a>, gdzie
ai,a> € R; rb.: (10,-3,0,0), (17/5,0,3/5,0), (4,0,0,-3),
(0,17/11, 10/11, 0), (0, 2, 0, -5), (0, 0, 4, 17);

1) xi==2+5a,x=2,x3=a,xs=1,gdziea € R;r.b.: (-2,2,0, 1),
(0,2,2/5,1);

) xi=2+a, xx2=2-5a, x3=a, xs=1, gdzie aeR; rb.:
(2,2,0,1),(12/5,0,2/5,1),(0,12 -2, 1).

5.2. UKLADY NIEROWNOSCI LINIOWYCH
TEORIA W PIGULCE

Tak jak w przypadku rownan, rdwniez w przypadku nierownosci liniowych
podarujemy sobie ich formalne definiowanie. Rozwigzywanie uktadow
nierdéwnos$ci sprowadza si¢ do rozwigzywania uktadow réwnan. Wystarczy tylko
zmodyfikowa¢ lewa stron¢ kazdej z nieréwnosci nalezacych do uktadu.
Doktadniej, kazdej nieréwnosci przypisujemy dodatkowa zmienng, tzw.
zmienng uzupehiajacg. Przy tym, jezeli nierownos¢ ma zwrot ,,<”, zmienng
uzupetniajgca dodajemy. W przeciwnym razie — odejmujemy. Na przyklad,
jezeli uktad nier6wnosci ma postac:

2x, +3x, <4,
5x, +6x, =27,

to po dodaniu zmiennych uzupetniajacych przyjmuje posta¢ nastepujacego
uktadu rownan:

2x, +3x, +x, =4,
5x, + 6x, -x,=".
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Uwaga: zmienne uzupelniajgce muszg by¢ nieujemne.

Macierz rozszerzona uktadu sktada si¢ z trzech segmentéw: segment pierwszy to
macierz odpowiadajgca wspodlczynnikom lewych stron wyjsciowego uktadu
nierownosci, drugi, $Srodkowy to wspotczynniki stojace przy zmiennych
uzupetniajacych, trzeci — to prawe strony. Podczas eliminacji macierzy celem
jest uzyskanie postaci bazowej tylko w pierwszym segmencie. Podobnie jak
w przypadku ukladu rownan, mozliwe sg roézne sytuacje. Tym razem
rozpatrujemy jednak tylko dwa przypadki.

Jezeli po eliminacji w pierwszym segmencie macierzy nie ma wiersza ztozonego
z samych zer, mozemy wyznaczy¢ rozwigzanie ogdlne. Zmienne uzupetniajace
zawsze s3 parametrami. Pamigtaj, ze parametry odpowiadajace ,,zwyklym”
zmiennym mogg przyjmowaé dowolne wartosci rzeczywiste (podobnie jak
w przypadku uktadow réwnan), za§ parametry odpowiadajace zmiennym
uzupelniajagcym musza by¢ nieujemne. W trakcie wypisywania rozwigzan
bazowych musisz pamigtac, zeby wyeliminowac¢ wszystkie te, w ktoérych chociaz
jedna zmienna uzupelniajgca jest ujemna. Pamietaj rowniez o tym, ze zapisujac
rozwigzanie ogolne, wypisujemy tylko wartosci ,,zwyklych” zmiennych, za$
w przypadku rozwigzan bazowych — takze zmiennych uzupetniajacych.

Jezeli po eliminacji w pierwszym segmencie macierzy jest przynajmniej jeden
wiersz zlozony z samych zer, trzeba sprawdzi¢ niesprzeczno$¢ ukladu. W tym
celu zapisujemy pozostatg cze$¢ zerowych wierszy (a wigc cze$¢ segmentow
drugiego 1 trzeciego) 1 odpowiadajacy jej uktad rownan. Jezeli posiada on
chociaz jedno rozwigzanie bazowe nieujemne, wyjsciowy uktad nieréwnos$ci ma
rozwigzania i postepujemy dalej tak jak w pierwszym przypadku (musisz tylko
pami¢ta¢ o dodatkowych warunkach dotyczacych parametrow odpowiadajacych
zmiennym uzupetniajacym; przeanalizuj doktadnie przyktad 2). Jezeli za$ kazde
rozwigzanie bazowe tego mniejszego uktadu rownan zawiera cho¢ jedng ujemna
zmienng, wyjsciowy uklad nier6wnosci jest sprzeczny. Uwaga: mozna od razu
przejs¢ do wyznaczania rozwigzan bazowych wyjsciowego ukladu rownan.
Jezeli jest on sprzeczny, poswigcisz na stwierdzenie tego faktu duzo wigcej
czasu. Metode te bedziemy jednak stosowa¢ w kolejnym podrozdziale
— w przypadku zadan programowania liniowego, zwlaszcza odpowiadajacych
realnym problemom ekonomicznym, sprzecznos¢ zachodzi bardzo rzadko.

PRZYKLADY

Przyklad 1
Rozwiaz uktad nieréwnosci:

2x, +4x, <12,
2x, + x, < 6.
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Rozwigzanie

Rozpoczynamy od sprowadzenia uktadu do postaci uzupetnionej. W tym celu
uzyjemy dwéch nowych zmiennych: x3 w pierwszej nierownosci 1 x4 w drugiej.
Poniewaz obie nierownos$ci maja zwrot ,,<”, obie zmienne dodamy do lewych
stron. Powstanie w ten sposob uktad rownan:

2x, +4x, + x, =12,
2x, + x, +x, = 6.

przy czym x3,x4>0. Macierz ukltadu pokazano ponizej (pierwsza macierz);
pokazano tam tez proces eliminacji macierzy. Zauwaz, ze jej drugi segment to
macierz jednostkowa. Bedzie tak zawsze, gdyz w kazdej nieréwnosci wystepuje
jedna, inna, zmienna uzupeltniajgca (ewentualnie ktoras z jedynek moze wystapic¢
ze zmienionym znakiem, jezeli odpowiadajaca jej zmienna uzupelniajaca jest
odjeta, czyli gdy nierd6wnos¢ miata zwrot ,,>”).

F 4v,orﬂ M=%m

_>
2 10 1l 6] o5 oy
| . 12
L2 2 o 6f M=MFg™m 11 0|7¢ 32
Tlo -3 2 -6l 1o Tloo1] 1 1|2
-1 1 Wy =——w, = -
3 33

W zredukowanej macierzy w pierwszym segmencie nie ma wyzerowanych
wierszy, wiec nie musimy sprawdza¢ niesprzecznosci. Mozemy odczytac
nastepujaca zredukowang posta¢ uktadu rownan:

2
X, —gx3+§x4:2,

X, +§x3 —§x4 =2.

Poniewaz macierz jednostkowa tworza kolumny zmiennych x; i x», wsrod
,»ZWyklych” zmiennych nie ma parametréw. Parametrami sg wylgcznie zmienne
uzupetniajgce. Mozemy wigc przyjac, ze x3 1 x4 s, odpowiednio, parametrami a;
1 a» 1 zapisa¢ nastgpujace rozwigzanie:

x1=2+1/6a1—2/3ax, x2 =2 —1/3a, + 1/3a,, gdzie a1, a» € R+ L {0}.

Przejdzmy do wyznaczenia rozwigzan bazowych. Zauwaz, ze rzad macierzy
uktadu wynosi r(4) =2, wiec trzeba sprawdzi¢ wszystkie kombinacje dwéch
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zmiennych z czterech. Jest ich sze$¢. W przypadku bazy B = {x;, x2} do
zredukowanego uktadu podstawiamy x3 =xs=0 1 otrzymujemy rozwigzanie
xM=(2, 2, 0, 0). W przypadku bazy B® = {x;, x3} do zredukowanego uktadu
podstawiamy x>=xs=0 i otrzymujemy rozwigzanie x»=(3, 0, 6, 0).
W przypadku bazy B® = {x;,xs} do zredukowanego ukladu podstawiamy
x2=x3=0 i otrzymujemy rozwigzanie x® = (6, 0, 0, —6). To rozwigzanie
odrzucamy, gdyz jedna ze zmiennych uzupetniajacych jest ujemna (x4 =-0).
W przypadku bazy BW = {x,,x;} do zredukowanego ukladu podstawiamy
x1=x4=0 1 otrzymujemy rozwigzanie x¥ = (0, 6, —12, 0). To rozwigzanie
rowniez odrzucamy (x3=-12<0). W przypadku bazy B® = {x;, x4} do
zredukowanego uktadu podstawiamy x; =x3=0 1 otrzymujemy rozwigzanie
x=(0, 3, 0, 3). W przypadku bazy B® = {x3, x4} do zredukowanego uktadu
podstawiamy x;=x>=0 i otrzymujemy rozwigzaniec x®=(0, 0, 12, 6).
Ostatecznie wigc mozemy stwierdzi¢, ze badany ukfad nierownosci ma cztery
dopuszczalne rozwigzania bazowe: x'=(2,2,0,0), x?=(3, 0, 6, 0),
x¥=(0,3,0,3) i x©=(0,0,12,6). Dwa pozostale rozwigzania s3
niedopuszczalne'.

Przyklad 2
Rozwiaz uktad nieréwnosci:

x, +3x, — x; 23,
2x, +7x, + x; <5,
x, +4x, +2x, <4.

Rozwiazanie
Posta¢ uzupetniona uktadu wyglada nast¢pujaco:

x, +3x, - x; —x, =3,
2x, +7x, + X, + X =5,
x, +4x, + 2x, +x, =4

Zwro¢ uwage, ze zmienna xi, bg¢daca zmienng uzupelniajgcg pierwszej
nierdéwnos$ci, ma wspotczynnik ,,—1”, gdyz nierdwno$¢ ta ma zwrot ,,>”. Macierz
rozszerzong uktadu 1 jej eliminacje przedstawiono ponizej:

16 Czasami, dla uproszczenia, rozwigzania bazowe dopuszczalne sg nazywane po prostu
rozwigzaniami bazowymi, za§ o rozwigzaniach niedopuszczalnych w ogodle si¢ nie
wspomina.
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1 3 —1]=1 0 03] w=w
27 11 0 1 0|5 wi=w,—2w, >
1 4 21 0 0 1[4 wi=w,—w
1 3 -1|-1 0 0] 3] w=w-3w,
=0 1 3| 2 1 0|-1| wy=w, -
01 3] 1.0 1] 1} wi=w—w,
10 -10|-7 -3 0] 6
-0 1 3 2 I 0|-1
10 0 0|-1 -1 1] 2

Pierwszy segment macierzy uzyskal posta¢ zredukowang, jednak wystepuje
wnim wyzerowany wiersz (trzeci). Oznacza to, ze trzeba sprawdzi¢
niesprzeczno$¢ uktadu. W tym celu zapisujemy macierz ztozong z tych wierszy,
ktorych czgs¢ w pierwszym segmencie si¢ wyzerowata, i tych kolumn, ktore leza
w pozostalych czes$ciach zredukowanej macierzy. W naszym przypadku oznacza
to zapisanie macierzy sktadajacej si¢ wylacznie z trzeciego wiersza macierzy
zredukowanej:

[-1 -1 1]2]

(zauwaz, ze jej rzad wynosi 1). Kolejnym krokiem jest zapisanie uktadu réwnan
odpowiadajacego tej macierzy. W naszym przypadku sktada si¢ on zjednego
roOwnania: —xs — X5+ x¢ = 2. Teraz staramy si¢ znalez¢ przynajmniej jedno
dopuszczalne rozwigzanie bazowe tego mniejszego uktadu (tu: rdéwnania).
Rozpatrywany jednoroOwnaniowy uklad ma trzy rozwigzania bazowe:
xM = (=2, 0, 0) odpowiadajace bazie BV = {x4}, x? = (0, -2, 0) odpowiadajace
bazie B® = {xs} ix®=(0,0,2) odpowiadajace bazie B® = {xs}. Jak widac,
trzecie z nich (xs=0, xs=0, x¢=2) jest w caloSci nieujemne, czyli
dopuszczalne. Oznacza to, ze wyjsciowy uktad nier6wnosci nie jest sprzeczny.
Rozwigzanie ogdlne uktadu odczytujemy z tych wierszy macierzy, w ktorych nie
ma zerowych fragmentow w pierwszym segmencie. W naszym wypadku s3g to
wszystkie wiersze poza trzecim, czyli pierwszy i drugi. Zredukowany uktad
rOwnan ma postac:

X, -10x, = 7x, =3x,= 6,
x, + 3x, +2x, + x3=—1.
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