2.2. Przyklady

2.2.1. Dwie §winie

W jednym pomieszczeniu umieszczono dwie $winie*. W hierarchii stada jedna
z nich stoi wyzej ($winia dominujgca), a druga — nizej (zdominowana). Pomiesz-
czenie jest zbudowane tak, ze po jednej stronie znajduje si¢ koryto, a na drugim
koncu jest dzwignia stuzaca do wydawania jedzenia. Aby jedzenie znalazto si¢
w korycie, nalezy nacisna¢ dzwignie. Zeby sie najes¢, trzeba podejs¢ do koryta.
Mozna tez siedzie¢ przy korycie i czeka¢, az dzwigni¢ naci$nie kolezanka.

Jesli zadna ze $win nie naci$nie dzwigni, jedzenia nie bedzie, czemu przypi-
sujemy wartos¢ 0. Jesli $winia zdominowana podjdzie nacisng¢ dzwignig, a $winia
dominujaca poczeka przy korycie, to $winia dominujgca si¢ naje w stopniu, ktory
ocenitaby na 9 jednostek przyjemnosci’, a $wini zdominowanej pozostang
resztki, oceniane przez nig na 1 jednostke. Jesli to $winia dominujgca naci$nie
dzwignig, $winia zdominowana rzuci si¢ na jedzenie i zje tyle ile si¢ da, zanim
$winia dominujaca przybiegnie i ja przegoni. Swinia dominujgca racjonalnie
oceni wowczas swoja przyjemnos¢ na 4, a §winia zdominowana roéwniez na 4.
Z kolei jesli obie $winie rusza do dzwigni, po jej naci$nigciu pobiegng w te pedy
do koryta. Swinia zdominowana, jako szybsza i zwinniejsza, uzyska 3 ,,punkty
przyjemnosci”, a §winia dominujaca 5.

Jest to gra dwuosobowa. (Ma dwoch graczy — §wini¢ dominujacg i zdomino-
wang. Powiedzmy, zZe sg to osoby). Zbidr graczy mozna oznaczy¢

{D 4 A }5
gdzie D to $winia dominujgca, a Z — §winia zdominowana. W pewnych przypad-
kach lepiej stosowac takie symbole zamiast liczb. Trzymajac si¢ konwencji wpro-
wadzonej w czesci teoretycznej, ustalmy ze §winia dominujaca to gracz 1, a Swi-
nia zdominowana to gracz 2.

Obie $winie stoja przy korycie i czekaja. Jakie strategie maja do wyboru? Za-
ktadajac, ze podejmuja decyzje jednoczesnie i ze z decyzji nie mogg sie¢ wycofac,
kazda z nich ma wybdr pomigedzy czekaniem przy korycie (C) a podejsciem do

* Naprawde tak zrobiono. Do$wiadczenie opisali w swoim artykule Baldwin i Meese
(1979). Tu podajemy troche inne liczby. Wartosci z klasycznej postaci gry wykorzystano
w przyktadzie 2.2.2.

5 Trzeba ustali¢, w jakich jednostkach mierzone sg wyptaty. Zazwyczaj, gdy zaczyna si¢
rozwazaé gry, w ktorych graczami sg ludzie, mowa jest o wyptatach pienig¢znych, co wy-
daje sie zrozumiate. Swinie jako gatunek nie wypracowaly systemu pienigznego, wiec
trzeba mowic o jakich$ ,,jednostkach przyjemnosci”. Kwestia ta zostanie podjeta w roz-
dziale 4.
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dzwigni (D). Takie dziatania moga wykona¢ i takie sg ich strategie®. Zbiory moz-
liwych strategii to zatem

S =S, ={C,D}.
Zbior mozliwych profili strategii, czyli de facto mozliwych przebiegéw gry lub
sytuacji koncowych, jest nastgpujacy:

S ={CC,CD,DC,DD}.
Profil CC oznacza, ze obie $winie postanowily czekaé przy korycie, CD odpo-
wiada sytuacji, gdy $winia dominujaca czeka, a $winia zdominowana naciska
dzwignie, DC — $winia dominujgca podchodzi do dzwigni, a $winia zdominowana
czeka, a DD odpowiada sytuacji, gdy obie $winie podchodza do dzwigni.

Na podstawie przedstawionych danych mozna ustali¢ funkcje wyplaty dla
kazdej ze $win. Dla gracza 1 funkcja wyptaty jest nastgpujgca:

m;(CC) =0, m,(CD) =9, m,(DC) = 4, t,(DD) =5,
natomiast gracz 2 ma nast¢pujgca funkcje wyptaty:

m,(CC) =0, m,(CD) =1, m,(DC) = 4, m;(DD) = 3.
Wektorowa funkcja wyptaty, opisujaca wyplaty obu graczy jednoczes$nie, to:

n(CC) = (0,0), r(CD) = (9,1), n(DC) = (4,4), n(DD) = (5,3).

Jest to gra dwuosobowa o skonczonej liczbie strategii dla kazdego gracza,
a zatem mozna jg przedstawi¢ w postaci macierzowej. Ponizej podana jest ma-
cierz tej gry:

Gracz 2 (Z)
c D
‘N~ c 0,0 9,1
82
%) D 4,4 53

Czy ktora$ ze strategii jest zdominowana przez inng? Latwo mozna sprawdzic,
7ze dla gracza 1 strategia C nie jest zdominowana przez D (poniewaz
m;(CD) > m,(DD)) ani strategia D nie jest zdominowana przez C (poniewaz
m,(DC) > 11 (CC)). Podobnie dla gracza drugiego: strategia C nie jest zdomino-
wana przez D (poniewaz 1, (DC) > m,(DD) 7,(DC)> 7,(DD)) ani strategia
D nie jest zdominowana przez C, poniewaz 1t,(CD) > m,(CC).

¢ W przypadku tej gry strategia jest jednoznaczna z dziataniem (podjeciem jakiej$ czyn-
nosci). Nie zawsze jest to prawda. Jak zobaczymy pozniej, strategia to pewien ciag lub
plan dziatan uwarunkowany dziataniami innych graczy.
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2.2.2. Dwie §winie — wersja doSwiadczalna

Rozwazmy gre z przyktadu 2.2.1, ale z innymi wyptatami. Podobnie jak w po-
przednim przyktadzie, gdy zadna ze Swin nie naci$nie dzwigni, wyplaty wynosza
0, a jezeli do dzwigni podejdzie jedynie $winia dominujaca, wyplaty obu $win to
4. Jesli do dzwigni podejda obie §winie, to §winia dominujaca uzyska satysfakcje
oceniang na 5, a §winia zdominowana — satysfakcj¢ rowng 1. Wreszcie jesli dzwi-
gni¢ naci$nie jedynie $winia podporzadkowana, to $winia dominujaca zje caty
pokarm (9 punktow satysfakcji), a $winia podporzadkowana bedzie tym sfrustro-
wana, co przelozy si¢ na ujemng satysfakcje rowng —1. Macierz ponizej przed-
stawia wyptaty dla obu §win przy réznych profilach strategii.

Gracz 2 (Z)
Cc D
N~ c 0,0 9,1
82
5 D 4,4 53

Zmiana wysoko$ci wyptat zasadniczo zmienia gre. Jak mozna tatwo zauwazy¢,
strategia D gracza 2 jest silnie zdominowana przez strategic C . Istotnie,
m,(CC) = 0> —1 =m,(CD) orazm,(DC) = 4 > 3 = m,(DD). Gracz drugi ni-
gdy wigc nie zastosuje strategii D (o ile dziata racjonalnie). Racjonalny gracz 1
wie o tym, wiec wyklucza strategie D z listy mozliwych odpowiedzi gracza 2.
Wie, ze gracz 2 zastosuje strategie C. Swinia zdominowana bedzie czekata i ani
jej w glowie podejs¢ do dzwigni. Wobec tego gracz 1 wybierze strategie D.
Po iteracyjnym wyeliminowaniu strategii zdominowanych pozostanie zatem pro-
fil strategii DC.

Wartosci wyptat podane w tym przyktadzie sg zgodne z oszacowaniami w do-
$wiadczeniu, ktore rzeczywiscie wykonano. Wynik do§wiadczenia byt zgodny
z otrzymanym rozwigzaniem: $winia dominujgca biegata do dzwigni podajnika,
a $winia zdominowana czekala na pokarm przy korycie. Jak si¢ zatem okazuje,
pewne ,,uposledzenie”, takie jak nizsza pozycja w hierarchii spotecznej, w pew-
nych sytuacjach moze si¢ okaza¢ korzystne.

2.2.3. Aukcja Vickreya

Na aukcji sprzedawany jest obraz. Kupnem zainteresowanych jest n kolekcjone-
row. Dla kazdego z nich obraz ma pewna warto$¢, przy czym ta subiektywna
warto$¢ moze by¢ roézna dla kazdego kolekcjonera. Dla kolekcjonera i warto$¢
obrazu wynosi v;. Aukcja przebiega w sposob nastepujacy: kazdy z licytujacych
podaje swojg ceng obrazu, p;. Wygrywa ten, kto podat najwyzsza warto$¢, ale nie
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ptaci podanej przez siebie ceny, ale druga najwyzsza cen¢. Pokazemy, ze dla kaz-
dego licytujgcego strategia polegajaca na podaniu ,,prawdziwej” wartosci obrazu,
tj. p; = v;, jest strategig dominujacg (stabo) nad kazda inng strategia.

Dla uproszczenia zatézmy, ze nie ma sytuacji, w ktorej dwoch lub wigcej li-
cytujacych podaje taka samg cene. Strategia kazdego gracza to wybor ceny po-
danej na licytacji p; € S; = [0, +). Rozwazmy gracza [ oraz jego strategie
pi = v;. Zalozmy najpierw, ze gracz i wygrat loteri¢ (podal najwyzsza ceng),
acena druga w kolejnosci wynosi p; <p;. Wyplata gracza i wynosi
T =V —pj= pi — p; > 0. Gdyby gracz i zastosowal strategig p; > p;,jego
wyplata nadal wynositaby 7z, = v, — p ;. Gdyby podat nizsza ceng, p; < p;, moz-
liwe sg dwie sytuacje. Gdyby cena p/> p;, gracz i wygratby aukcj¢ i jego wy-
ptata nadal wynositaby m; = v; — p;. Gdyby cena p; byla nizsza od ceny drugiej
w kolejnosci, gracz i przegratby aukcje i jego wyptata wyniostaby 0. Zatem w
sytuacji gdy gracz i wygrywa aukcje, wyplata ze strategii p; = v; jest nie mniej-
sza (a w pewnych przypadkach wigksza) niz wyplata z jakiejkolwiek innej stra-
tegii.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy gracz i nie wygrywa licytacji, stosujac strategie
pi = v; — ktos$ podat wyzsza ceng. Wyptata gracza i wynosi w tym przypadku 0.
Gdyby podat nizsza ceng, tez nie wygratby aukcji, wigc wyptata nadal bytaby
zerowa. Gdyby podat cen¢ nizszg niz najwyzsza z licytowanych cen, nie wy-
gralby aukcji i miatby zerowa wyptate. Gdyby podat ceng p; wyzsza od najwyz-
szej z licytowanych cen, p;, wygralby aukcje, ale jego wyplata wyniostaby
m; =v; —p; <Vv; —pj <0, poniewaz p; > p; =v;.

2.2.4. Lokalizacja budek przy ulicy

Dwoch biznesmendw pracujacych w branzy sprzedazy kebabow chce ustawic
swoje budki przy pewnej ruchliwej ulicy. Ulica jest podzielona na m > 2 sekto-
roéw, przy czym zakladamy, ze m jest liczba nieparzysta, a wigc istnieje sektor
srodkowy o numerze mTH W sektorze moze si¢ znajdowac¢ jedna lub dwie budki

z kebabem. Kazda z budek bedzie obstugiwata klientéw z sektorow, ktore maja
do niej blizej. W przypadku gdy z danego sektora jest taka sama odlegto$¢ do obu
budek, klienci podzielg si¢ po potowie. Na przyktad, jesli pierwszy sprzedawca
ulokuje budke w sektorze 3, a drugi — w sektorze 7, to do pierwszego begda za-
chodzi¢ wszyscy klienci z sektorow 1-4 i potowa klientow z sektora 5. U dru-
giego sprzedawcy beda kupowaé klienci z sektorow 6—m ipotowa klientow
z sektora 5. W kazdym sektorze jest tyle samo klientow: mozna przyjac, ze
liczba klientow w pojedynczym sektorze wynosi 1.
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W tym przypadku strategie graczy polegaja na wskazaniu sektora, w ktorym
umieszcza swojg budke: §; = S, = {1,2, ..., m}. Wyplata gracza to liczba klien-
tow, ktorzy beda kupowac w jego budce (czyli liczba obstugiwanych sektorow
ulicy). Rozwazmy gracza 1. Pokazemy, Ze strategia polegajaca na umieszczeniu
budki w sektorze 1, s; = 1, jest zdominowana przez strategi¢ s; = 2 (umiesz-
czenie budki w drugim sektorze).

W tabeli ponizej znajduja si¢ wyptaty z obu strategii przy rdéznych strategiach
(lokalizacjach) gracza 2.

Strategia gracza2 | s; =1 | sy =2
s, =1 % m—1
2 1 m
S, = 5
s, =3 1,5 2
5, = 4 2 2.5
s 1 m—1 n
=m — - —
2 > >
m m+1
S, =m — -
2 2

Jak tatwo zauwazy¢, wyplata ze strategii s; = 2 jest zawsze wigksza niz ze stra-
tegii s; = 1, bez wzgledu na wybor lokalizacji przez drugiego sprzedawce. Po-
dobnie mozna pokaza¢, ze strategia s; = m (lokalizacja budki na koncu ulicy)
jest silnie zdominowana przez strategie s; = m — 1 (lokalizacja troche blizej
srodka). Obie te strategie mozna wigc wyeliminowac¢. Wyeliminowa¢ mozna tez
strategie gracza drugiego s, = 115, = m.
Aby wyeliminowa¢ nastgpne strategie, udowodnimy nastepujace stwierdze-
nie:
(T1) Jezeli gracz pierwszy wie, ze jego konkurent nie postawi swojej budki
w zadnym z sektorow 1, 2, .., k — 1 (gdzie k < %), to strategia s; = k jest
silnie zdominowana przez strategie s; = k + 1.
Oznaczmy przez j sektor wybrany przez gracza drugiego (tj. s, = j). Roz-
wazmy trzy przypadki:
a) Jezelij = k, gracz pierwszy, stosujac strategie s; = k, otrzymuje wyp1at¢%
(obaj gracze wybieraja ten sam sektor, a wigc dzielg migdzy siebie catg ulice).
Przy strategii s; = k + 1 wyplata gracza pierwszego wyniesie m — k (gracza
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zajmuje sektor k + 1 oraz wszystkie sektory o numerach wyzszych). Ponie-
waz k < %, wigcm —k > % Graczowi | optaca si¢ wigc zmieni¢ strategie
Z Sy nasj.

b) Jezeli j = k + 1, wyplata gracza pierwszego ze strategii s; = k wynosi k.
Przenoszac si¢ do sektora k + 1, gracz pierwszy bedzie w tym samym sekto-
rze co gracz drugi. Jego wyptata wyniesie zatem %, a wiec bedzie wicksza
(k <2).

c) Jezeli j >k+ 1, to gracz pierwszy, zmieniajagc strategi¢c z s; = k na
s; = k + 1, utrzymuje kontrole nad wszystkimi sektorami, ktore kontrolo-
wat wezesniej. Dodatkowo zyskuje kontrolg nad potowa sektora migdzy sek-
torami k 1 j. Zmiana strategii jest wigc dla niego korzystna.

Zgodnie z twierdzeniem (T1), jezeli gracz wie, ze jego konkurent nie wybierze
lokalizacji w sektorze o numerze mniejszym niz k (gdzie k znajduje si¢
w pierwszej potowie ulicy), to przesunigcie si¢ w kierunku centrum zwigksza
wyptlate gracza. Analogicznie mozna udowodni¢ odpowiednie twierdzenie
dotyczace drugiej potowy ulicy.

(T2) Jezeli gracz pierwszy wie, ze jego konkurent nie postawi swojej budki

w zadnym z sektorow k + 1, k + 2, ..., m (gdzie k > %), to strategia s; = k

jest silnie zdominowana przez strategie s; = k — 1.

Twierdzenia (T1) 1 (T2) dotyczg gracza pierwszego, ale sformutowane w nich
zasady odnosza si¢ do obu graczy. Zgodnie z twierdzeniami (T1) i (T2), jezeli
gracz wie, ze zostaly juz wyeliminowane strategie ,,skrajne” (polegajace na loka-
lizacji przy jednym z koncow ulicy), to optaca mu si¢ przesungc swoja lokalizacje
w kierunku $rodka ulicy. PokazaliSmy wczeséniej, ze gracz nie wybierze zadnej
z lokalizacji na krancach ulicy: ani sektora 1, ani sektora m. Gracz wie, ze to
samo dotyczy jego konkurenta. Zgodnie z (T1) i (T2) nie wybierze zatem sektora
drugiego od konca ulicy: 2 lub m — 1. Wie tez, ze jego konkurent rozumuje tak
samo. Ponownie stosujac (T1) i (T2), mozemy wyeliminowa¢ sektory trzecie od
konca ulicy ... itd. Ostatecznie, po iteracyjnej eliminacji strategii silnie zdomino-
wanych, kazdy z graczy pozostaje ze strategig polegajaca na ulokowaniu swojej
budki w sektorze $rodkowym. Rozwigzaniem gry jest wigc profil strategii

(550
22 )

Model ten stuzy czgsto jako wyjasnienie zjawiska koncentracji przemystu lub
dziatalno$ci handlowe;j. Sklepy z danej branzy zazwyczaj sg zaktadane blisko sie-
bie. Dodatkowo ,,lokalizacje” mozna rozumie¢ bardziej szeroko. Niekoniecznie
musi tu chodzi¢ o bliskos¢ geograficzna, raczej dotyczy to pewnych cech pro-
duktu. Na przyktad konsumenci mogg mie¢ rdzne preferencje co do koloru od-
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twarzacza MP3. Zaktadajac, ze obudowy odtwarzaczy mogg by¢ w rdznych od-
cieniach szaro$ci — od bieli do czerni” — wybor koloru odtwarzacza jest pewng
,»lokalizacjg” produktu w skali szarosci. Jezeli preferencje konsumentoéw sg row-
nomiernie rozlozone, strategia niezdominowang bedzie wybor koloru ze $rodka
skali. Podobnie z innymi cechami produktow. Zgodnie z przedstawiong analiza
najlepszym wyborem dla graczy jest wytwarzanie produktow o cechach, ktore sg
,,w srodku skali”.

2.2.5. Dylemat wi¢Znia
Zatrzymano dwoch podejrzanych o dokonanie pewnego przestepstwa. Prokurator
nie ma jednak przeciwko nim mocnych dowodow. Jedyng szansg na skazanie ich
jest to, ze ktory$ z aresztantow zdecyduje si¢ zeznawac. Prokurator postanawia
porozmawia¢ z kazdym z wi¢zniow. Przedstawia nastgpujacg propozycje: wig-
zien moze si¢ przyzna¢ i wydac kolege. Jezeli zaden z wigznidw nie zgodzi si¢
zeznawac, prokurator nie bedzie w stanie udowodni¢, ze to oni popehili prze-
stepstwo, ale za rozne inne grzeszki kazdy z nich dostanie roczny wyrok wigzie-
nia. Jezeli ktory$ z wigzniow wyda kolege, a drugi wigzien nie bedzie si¢ przy-
znawatl do winy, to ten, ktoéry wspotpracowat z prokuratorem (i wydal kolegg)
wyjdzie wolno, a wigzien, ktory nie poszedt na wspodtprace dostanie wyrok 10 lat
wiezienia. Jesli obaj wigzniowie wydadzg si¢ nawzajem, kazdy otrzyma wyrok
o$mioletni. Wigzniowie nie moga si¢ ze soba komunikowac i nie wiedza, jakg
decyzje podejmuje ich kolega.

Jest to gra dwuosobowa, ktorag mozna przedstawi¢ w postaci macierzowe;j.
Kazdy gracz ma do wyboru dwie strategie: Z — ,,zeznawaj” (i wydaj kolege) oraz
N — ,,nie zeznawaj” (i nie wsypuj kolegi). Macierz gry wyglada nastepujaco.

Wigzien 2
N VA

N|-1,-1|-10,0

Z10,-10 | -8,-8

Wigzien 1

Jak tatwo mozna sprawdzi¢, dla obu graczy strategia Z silnie dominuje nad stra-
tegig N . Rozwazmy sytuacje dowolnego z wigzniow. Jesli nie zdecyduje si¢ ze-
znawac, a jego partner pojdzie na wspotprace z prokuratorem, dostanie dziesigé

7 Zgodnie z zasadg Henry’ego Forda, wedlug ktorej ,klient moze sobie zazyczy¢ auta w
dowolnym kolorze, pod warunkiem zZe bedzie to kolor czarny”.
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lat wigzienia, podczas gdy zeznajac, dostalby tylko osiem. Z kolei jesli drugi wig-
zien nie bgdzie zeznawal, to nasz, nie zeznajgc, posiedzi rok, a wspolpracujac z
prokuratorem od razu wyjdzie na wolno$¢. Zatem bez wzgledu na to, co zrobi
drugi wigzien, lepiej jest zeznawac.

Po wyeliminowaniu strategii zdominowanych pozostaje zatem profil strategii
(Z,Z). Obaj wigzniowie zdecydujg si¢ zeznawac i obaj pojda na osiem lat do
wigzienia. Czy jest to rozwigzanie dla nich najlepsze? W przedstawionej grze
profil (N, N) jest profilem optymalnym w sensie Pareta. Istotnie, zmieniajgc roz-
wigzanie (N, N) na (N, Z) pogarsza si¢ wyplate pierwszego gracza (z —1 do—10).
Przechodzac z (N, N) do (Z, N), obniza si¢ wyplata gracza drugiego. Natomiast
przy zmianie profiluz (N, N) na (Z, Z) zmniejszeniu ulegaja wyptaty obu graczy!
Profil (Z,Z) jest wigc najgorszym rozwigzaniem z punktu wiedzenia obu wi¢z-
niéw. Nalezy zauwazy¢, ze oprocz profilu (N, N) takze profile (N,Z) i (Z,N) sa
optymalne w sensie Pareta. Gdyby decyzj¢ dotyczaca wyniku gry podejmowat
jaki$ ,,spoteczny planista”, wybratby jeden z tych trzech profili strategii.

Dylemat wigznia jest jedng z najcze$ciej rozwazanych gier, poniewaz stanowi
modelowa sytuacje, ktora czgsto spotyka si¢ w analizach spolecznych, politycz-
nych i ekonomicznych. Mamy dwie strony, ktore moga ze soba wspotpracowac
lub odmoéwic¢ wspdtpracy (zdradzi¢ sie, podja¢ walke). Wiadomo, ze obustronna
wspotpraca da najlepsze wyniki z punktu widzenia obu stron — jest to rozwigzanie
optymalne w sensie Pareta. Najgorszym rozwigzaniem jest niepodjgcie wspot-
pracy przez obie strony (wzajemna walka na wyniszczenie). Jest jednak pewien
haczyk — kazda ze stron wyjdzie lepiej w sytuacji, gdy nie podejmie wspdtpracy
ze wspotpracujgcym partnerem. Bodziec do takiego zachowania nie musi by¢
silny, ale moze by¢ wystarczajacy, aby rozwazy¢ takie rozwigzanie. Jezeli obaj
gracze sa racjonalni, kazdy z nich wie, ze drugi rozwazy takg mozliwosé¢. Co
wigcej, jezeli gracz pierwszy jest racjonalny i wie o racjonalnosci gracza dru-
giego, to rozwazy rowniez to, ze gracz drugi bedzie go podejrzewal o wybor roz-
wigzania polegajacego na niepodjeciu wspoltpracy. W rezultacie obaj gracze, kie-
rujac si¢ rzeczowg ocena sytuacji i dobrze pojetym interesem wlasnym, wybieraja
rozwigzania, ktore sg niekorzystne dla nich obu.

2.2.6. Stonoga
W standardowym podejsciu do analizy gier zaktada si¢, ze wszyscy gracze sg
racjonalni 1 wiedza nawzajem o swojej racjonalnosci. Zaktadaja wigc, ze inni
bedg sie¢ zachowywac racjonalnie 1 bedg brali pod uwage racjonalno$¢ pozosta-
tych graczy — i tak ad infinitum. Zatozenie takie ma pewne paradoksalne konse-
kwencje, ktore zostang zilustrowane w tym przyktadzie i w przyktadach nastep-
nych.

Pewien ekscentryczny miliarder proponuje panom A i B nastepujaca gre.
Najpierw proponuje panu A 1 zt. Jezeli ten przyjmie, gra si¢ konczy — pan A
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Rozdzial 5

Postac ekstensywna gry
Do tej pory przedstawialiSmy gry w postaci normalnej, w ktorej kazdy z graczy
ma do dyspozycji okreslony zbior strategii i wybiera jedng z nich lub tez losowo
dobiera strategie. Teoria gier wywodzi si¢ z analizy rzeczywistych gier, takich
jak szachy, warcaby, poker lub brydz. Rozgrywka w takich grach odbywa si¢
w sposob dynamiczny i sekwencyjny. Gracze wykonuja kolejno lub jednocze$nie
swoje posunig¢cia — wybierajg pewne akcje. Obserwujg rozgrywke i posunigcia
pozostatych graczy. Na danym etapie gry moga mie¢ tylko ograniczong wiedzg
na temat jej stanu — na przyktad przed zakonczeniem partii pokera gracz nie zna
kart przeciwnikow. W postaci normalnej gry nie rozwaza si¢ tych szczegotow.
W tym rozdziale jest przedstawiona ekstensywna posta¢ gry, bardziej podsta-
wowa od postaci normalnej. Posta¢ ekstensywna przedstawia informacje, jakie
majg gracze na kazdym etapie gry, akcje, ktore mogg podjac, a takze oddaje dy-
namike gry. W rozdziale przedstawiono réwniez przejscie od akcji na poszcze-
golnych etapach gry do strategii opisujacej catosciowo plan dziatania gracza
w calej grze.

5.1. Trochg teorii

W grze w postaci ekstensywnej mamy pewien zbior graczy P = {0, 1,2, 3, ..., n},
przy czym gracz o numerze 0 to Natura, ktora nie musi uczestniczy¢ w grze.
W przeciwienstwie do innych graczy, Natura wybiera posuni¢cia (akcje) w spo-
sob losowy i znany jest rozklad prawdopodobienstwa mozliwych akcji.

Gra jest opisana na drzewie gry, czyli zbiorze wierzcholkéw i galezi. Istnieje
pewien wierzcholek poczatkowy wy, w ktorym gra si¢ zaczyna. Z wierzchotkow
moga wychodzi¢ gate¢zie do kolejnych wierzchotkéw — wyjatkiem sg wierzcholki
koncowe. Przyktad takiej struktury jest przedstawiony na rysunku 5.1. Wierz-
chotki reprezentujg pewne sytuacje w grze (etapy gry), a gatezie to mozliwe po-
sunigcia graczy na danym etapie gry. Zbior wierzcholkow oznaczamy przez W,
a przez G oznaczymy zbior galezi. Niech Wy bedzie zbiorem wierzchotkow kon-
cowych drzewa. Na kazdym etapie gry posunigcie nalezy do ktoregos z graczy.
Zatem kazdy wierzchotek, oprocz wierzchotkdéw koncowych, jest przyporzadko-
wany pewnemu graczowi. Istnieje wiec funkcja

p: W\Wg = P.

Zazwyczaj przyjmuje si¢, ze jesli jednym z graczy jest Natura, to wykonuje swoj
ruch na samym poczatku gry, ustalajac od razu wszystkie mozliwe czynniki lo-
sowe.

Przez W; oznaczmy zbior wszystkich wierzchotkow przypisanych do gracza
i, a przez G; oznaczmy zbidr wszystkich galezi zaczynajacych si¢ w wierzchot-
kach przypisanych do gracza i (tj. nalezacych do W;).
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Rysunek 5.1. Drzewo

Kazdy gracz ma pewien zbidr akcji (posuni¢c), ktore moze wykonaé. Zbior akcji
gracza i oznaczamy przez A;. Niech A = Ay U A, U ..U A, bedzie zbiorem
wszystkich mozliwych akcji wszystkich graczy. Akcje te sg reprezentowane
przez gatgzie, a wigc istnieje odpowiednia funkcja przyporzadkowujaca galeziom
drzewa gry odpowiednie akcje graczy

a:G - A,
przy czym funkcja a ma te wlasnos¢, ze jezeli galaz g wychodzi od wierzchotka
przypisanego do gracza i, to akcja zwigzana z tg galezig jest akcja gracza i:

g € G; = a(gy) € A;.

Rowniez wierzchotkom (oprécz wierzchotkow koncowych) mozna przypisac
mozliwe akcje. Przez a(w) oznaczmy zbior wszystkich akcji przypisanych gate-
ziom wychodzacym z wierzchotka w.

Informacja dostepna dla gracza i jest opisana za pomoca zbioréw informa-
cyjnych. Zaktada sig, ze zbior wierzchotkow W;, w ktorych gracz i podejmuje
decyzje, jest podzielony na pewna liczbg roztacznych podzbiorow. Oznaczmy
zbior wszystkich tych podzbiorow dla gracza i przez I;. Mamy zatem

W; = Upey, B

oraz BNC =@, jesli B,C € I; i B # C. Zbiory informacyjne majg nast¢pujaca
interpretacje¢: gracz wie zawsze jedynie, w ktdrym zbiorze informacyjnym si¢
znajduje. Nie jest w stanie odrozni¢ od siebie wierzchotkoéw nalezacych do zbioru
informacyjnego. Jesli wiec w,w' € [;, to gdy na pewnym etapie gry gracz i be-
dzie wiedziat, ze znajduje si¢ w zbiorze informacyjnym /;, nie bedzie mial wiedzy
o tym, czy znajduje sie¢ w wierzcholku w, czy w wierzchotku w'. Oczywiscie,
w zwigzku z tym wierzchotki te musza by¢ w pewien sposéb do siebie podobne
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— mozliwe do podjecia przez gracza akcje w obu tych wierzchotkach powinny
by¢ takie same (inaczej gracz bytby w stanie odr6zni¢ wierzchotki). Zatem zbiory
informacyjne spetniaja warunek

w,w' €l; = aw) = aw").

Mozna zatem réwnie dobrze uznaé, ze funkcja a przypisuje zbiorom informacyj-
nym akcje, jakie mozna w danym zbiorze podjac.

Zbiory informacyjne moga by¢ zbiorami jednoelementowymi — gracz wow-
czas zawsze wie, w jakim wierzchotku drzewa si¢ znajduje. Jesli wszystkie
zbiory informacyjne wszystkich graczy sg jednoelementowe, jest to gra z pelng
informacja. Na drzewie gry zbiory informacyjne zaznacza si¢ przerywanymi li-
niami taczacymi wierzchotki nalezace do tego samego zbioru.

Wierzchotki koncowe oznaczajg zakonczenie gry. W tym momencie
ustalane sg wyptaty graczy. Istnieje zatem funkcja przypisujaca kazdemu wierz-
chotkowi koncowemu wyplaty wszystkich graczy (oprocz Natury, ktora nie ma
zadnych wyptat):

m: Wy = R™
Ramka ponizej zawiera podsumowanie opisu gry w postaci ekstensywnej.

Gra w postaci ekstensywnej sktada si¢ z:

e drzewa gry — wierzcholkéw i galezi,

e funkcji p przypisujacej kazdy wierzchotek (oprocz wierzchotkow konco-
wych) jednemu z graczy,

e zbiorow informacyjnych grupujacych wierzchotki przypisane temu samemu
graczowi,

e funkcji przypisujacej zbiorom informacyjnym akcje, jakie gracz moze podjaé
w danym zbiorze,

e funkcji wyplaty przypisujacej kazdemu wierzchotkowi koncowemu wyptaty
wszystkich graczy.

Gre¢ w postaci ekstensywnej mozna przedstawi¢ graficznie (przynajmniej
w teorii, bo dla wielu gier odpowiedni rysunek bylby zbyt duzy). Nastepna ramka
zawiera zasady interpretacji réznych elementéw takich schematow gier. Przy-
ktady takich rysunkoéw znajduja si¢ w podrozdziale 5.2.
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Interpretacja elementéw schematu gry

o Wierzchotek drzewa — stan w grze.

e Galgz drzewa — mozliwa akcja (dzialanie).

e Liczba lub napis przy wierzchotku —numer lub nazwa gracza, ktéremu wierz-
chotek jest przyporzadkowany.

e Napis przy gatezi — nazwa mozliwej akcji.

e Linia przerywana —taczy wierzchotki w tym samym zbiorze informacyjnym.

e Liczby przy wierzchotkach koncowych — wyptaty poszczegolnych graczy.

Rozgrywka zaczyna si¢ w wezle poczatkowym. Gracz, ktéremu ten wezet jest
przypisany, wybiera jedng z mozliwych akcji. Galaz zwigzana z tg strzatka pro-
wadzi do nastgpnego wierzchotka. Nastepnie akcje wybiera gracz, ktory jest
przypisany do tego wierzchotka itd. Wynik koncowy (do ktérego wierzchotka
koncowego dojdziemy) zalezy od akcji podejmowanych przez graczy. Mozna na
to jednak spojrze¢ w inny sposob, zaktadajac ze kazdy gracz juz na poczatku wie,
jaka decyzje podejmie w kazdym wierzchotku drzewa. Nalezy jednak pamigtac,
ze nie jest on w stanie odrozni¢ wierzchotkéw w tym samym zbiorze informacyj-
nym. Zatem planujac swe przyszte decyzje, musi ustali¢ raczej to, jakie decyzje
podejmie w kazdym zbiorze informacyjnym.

Strategia s; gracza i to funkcja przypisujaca kazdemu zbiorowi informacyjnemu
tego gracza pewng akcje, ktdrg gracz moze podja¢ w tym zbiorze informacyjnym:
si Iy = Ay, przy czym s;(B) € a(B) dla kazdego B € I;.

Strategia to zatem ,,plan dziatania” gracza zawierajacy wskazania dotyczace dzia-
fan gracza w kazdej sytuacji, w ktorej moze si¢ on znalez¢ w grze. Mozna to tez
sobie przedstawi¢ jako zestaw instrukcji, jakie gracz przekazuje posrednikowi,
ktory bedzie dziatat w jego imieniu. Aby taki zbior instrukcji byt strategig, po-
srednik nie moze si¢ znalez¢ w sytuacji, w ktorej nie wiedziatby, jakie dzialanie
ma podjaé. Zbiory mozliwych strategii S;, wprowadzone w rozdziale 2, to zatem
zbiory wszystkich mozliwych ,,przepiséw” dla gracza. Podkreslimy jeszcze raz
roéznice migdzy akcjami (posunigciami) gracza a strategiami.

Akcja to co$, co gracz moze zrobi¢ w konkretnej sytuacji w grze.

Strategia to plan przedstawiajacy zamierzone odpowiedzi gracza na kazda sytu-
acje, ktéra moze si¢ pojawié w grze.

Przedstawienie gry w postaci ekstensywnej pozwala na lepsza eliminacje strategii
zdominowanych. Rozwazmy dowolny wierzchotek poprzedzajacy wierzchotki
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koncowe. Wierzchotek ten jest przypisany do pewnego gracza i nalezy do pew-
nego jego zbioru informacyjnego B. Jezeli dla wszystkich wierzchotkow naleza-
cych do zbioru B pewna akcja przyniesie wyzsza wyplate, to racjonalny gracz
z pewnoscig wybierze t¢ akcje. Tym samym wiadomo juz, jakie bedzie jego po-
sunigcie w ostatniej ,,turze” gry. Mozna to wykorzysta¢ do analizy decyzji gracza,
ktory dokonywat wyboru wczesniej — wie on, co zrobi gracz dokonujacy wyboru
po nim i dzieki temu moze ustalié, jakie wyptaty otrzyma z podjetych akcji. Jezeli
w pewnym zbiorze informacyjnym jakas akcja przynosi zawsze wyzsze wyplaty,
to ,,przedostatni” gracz wybierze t¢ akcjg, co utatwia analize decyzji gracza do-
konujacego wyboru wczesniej itd. Metoda ta pozwala tez na uproszczenie analizy
gry, nawet w sytuacji gdy zadna z akcji nie daje jednoznacznie wyzszej wyplaty.
Gdy akcja w pewnym zbiorze informacyjnym prowadzi zawsze do wyptat niz-
szych niz jaka$ inna akcja dostepna w tym zbiorze, mozna ja usungé ze zbioru
dostepnych akcji i rozwazac dalej tak ,,okrojong” gre. Te metode analizy gry na-
zywa si¢ indukeja wsteczng (backward induction). Akcje, ktore pozostaty, two-
1z3 strategie w rownowadze.

Taka analiza za pomocg indukcji wstecznej jest szczegdlnie wazna w grach
z petng informacja, gdy zbiory informacyjne sa jednoelementowe. Prowadzi do
algorytmu nazywanego przycinaniem drzewa (pruning) lub algorytmem
alfa-beta. Jezeli wyplaty dowolnego gracza sa r6zne w kazdym wezle koncowym
lub jesli jest to gra dwuosobowa o sumie zerowej, stosujac t¢ metodg, mozna
»~rozwiaza¢” kazda gre. We wszystkich wierzchotkach drzewa gry poprzedzaja-
cych wierzchotki koncowe mozna wtedy ustali¢, jaka akcje wybierze tam gracz
podejmujacy decyzje. Mozna zatem kazdemu z tych wierzchotkoéw przypisa¢ wy-
ptate dla kazdego z graczy, poniewaz wiadomo, co zdarzy si¢ w ostatniej ,,turze”
gry. Wierzchotki te stang si¢ zatem wierzchotkami koncowymi w nowej, ,,przy-
cigtej” grze. Procedure t¢ mozna powtarza¢ tak dlugo, az pozostanie tylko wierz-
chotek poczatkowy, a wyznaczone w nim wyplaty beda wyraza¢ ,,warto$¢” gry
dla kazdego z graczy, przy zatozeniu, ze zarowno on, jak i inni stosujg zawsze
najlepsze akcje w danej sytuacji.

W wypadku gier wieloosobowych, w ktorych wyptaty graczy w pewnych
wierzchotkach koncowych sg takie same, rozwigzanie nie jest jednoznaczne.
W pewnych wierzchotkach istnieje wigcej niz jedna akcja prowadzaca do najlep-
szego wyniku. Jednak rozwigzanie istnieje. Akcje, ktore zostaly wybrane jako
najlepsze dla wierzchotkow, tworza rownowage Nasha. Zatem prawdziwe jest
twierdzenie podane w ramce.

Twierdzenie 5.1 (Kuhn). Kazda gra z peilng informacja ma réwnowage Nasha
w strategiach czystych.
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Korzystne Kor;yﬁtne dla
dla koalicji koalicji {1, 2}
{1,3}

Korzystne dla
koalicji {2, 3}

X3

Rysunek 8.2. Imputacja w grze ,,podziat dolara”

W grze o pustym rdzeniu mozna probowac znalez¢ zbiory stabilne — okres$lajace
pewne normy spoteczne charakteryzujace si¢ zewngtrzng i wewnetrzng stabilno-
$cig (patrz pkt 8.1.2). Jak tatwo mozna zauwazy¢, zaden zbidr ztozony z jednego
punktu nie jest zbiorem stabilnym. W ktorymkolwiek punkcie tréjkata rowno-
bocznego umiesci si¢ dany punkt, zawsze pojawi si¢ szary obszar imputacji do-
minujgcych.

Jesli dowolny punkt nalezy do zbioru stabilnego, to do zbioru tego mogg na-
leze¢ tylko punkty znajdujace si¢ na kreskowanych liniach z rysunku 8.2. Nalezy
jeszcze zapewnic, by zbidr spetniat warunki zewnetrznej i wewnetrznej stabilno-
$ci. Jak mozna tatwo sprawdzi¢, spelnia je zbior ztozony z trzech imputacji
A ={(0,5, 0,5, 0),(0,5, 0, 0,5),(0,0,5, 0,5)}. Imputacje te zaktadaja, ze koa-
licja ztozona z dowolnych dwoch graczy dzieli wyptaty pomiedzy siebie po po-
lowie.

Innym rodzajem zbiorow stabilnych w tej grze sa zbiory zlozone z punktéw
na jednej z kreskowanych linii z rysunku 8.2. Dowolny zbior punktow z jednej
z takich linii spelia warunek wewnetrznej stabilnosci — zadna imputacja ze
zbioru nie dominuje nad inng. Aby zbior spetnial warunek zewnetrznej stabilno-
$ci, musi to by¢ cala taka linia. Przyktad zbioru stabilnego tego rodzaju jest przed-
stawiony na rysunku 8.3. Zbiory takie maja nastgpujacg interpretacje: jeden z gra-
czy otrzymuje zawsze ustalong wyplate. Reszta, ktdra pozostaje po wynagrodze-
niu tego gracza, jest przedmiotem negocjacji pomigdzy dwoma pozostaltymi gra-
czami. W przyktadzie na rysunku 8.3 gracz 3 otrzymuje zawsze 30 centow. Po-
dziat pozostatych 70 centow podlega negocjacji migdzy graczami 11 3.

174



X1

X3 Xy

Rysunek 8.3. Zbior stabilny w grze ,,podziat dolara”

. ., . . (11 1
Jak tatwo mozna sprawdzi¢, nukleolus w tej grze stanowi imputacja (;, 3 5)’

w ktorej dolar dzielony jest rowno miedzy trzech graczy. Przekroczenie dla kaz-
dej koalicji dwuosobowej wynosi % Zmiana imputacji na inng spowodowalaby
zmniejszenie wartosci przekroczenia dla jednej lub dwoch koalicji dwuosobo-
wych, ale jednocze$nie zwickszytaby warto$¢ przekroczenia dla przynajmniej

jednej z takich koalicji. W punkcie G, §, %) maksymalne przekroczenie jest

wigc najmniejsze.

8.2.3. Koalicje oligopolistow

Rozwazmy rynek, na ktérym istnieje n firm, taki jak w przyktadzie 3.2.6. Jak
pokazali$my w tym przyktadzie, gdy na rynku jest n konkurujacych ze soba firm,
kazda z nich ma ten sam, staly koszt krancowy c, a funkcja ceny jest rowna
P =a— Q (gdzie Q to taczna podaz wszystkich firm, Q = q; + -+ q,,), to
w rownowadze Nasha kazda firma produkuje qi(n) = g, a zatem taczna produk-
cja wynosi QM = —n;a:lc). Cena towaru wynosi P(M) = —i:f, a zysk kazdego

a—c

2
z przedsigbiorstw jest rowny (™ = (m) .

Zaldzmy, ze firmy moga tworzy¢ koalicje w celu ustalenia wspdlnej polityki
podazowej. Rozwazmy koalicj¢ ztozong z k przedsigbiorstw. Graczami na rynku
jest zatem koalicja oraz pozostate n — k firm. Najgorszym przypadkiem dla ko-
alicji jest sytuacja, gdy pozostate przedsigbiorstwa nie prowadzg wspolnej poli-
tyki, ale kazde z nich dziata, starajac si¢ zmaksymalizowa¢ wtasny zysk. W takim
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przypadku na rynku jest najwiecej graczy, a jak wiadomo z przyktadu 3.2.6, im
wiecej graczy, tym mniejszy jest zysk kazdego z nich. W najgorszej mozliwej
sytuacji na rynku dziata n — k + 1 graczy (koalicja i wszyscy poza nig). Zysk

o \2

kazdego gracza wynosi m("*+1) = (ﬁ) . Jest to zatem takze wyptlata koa-
e N2

licji. Funkcja charakterystyczna ma wigc posta¢ w(S) = (nf kiz) dla koalicji S

ztozonej z k graczy.
_ 2
Wyptaty wszystkich graczy mozna podzieli¢ przez (%) , otrzymuje si¢

W ten sposob gre rOwnowazng grze wyjsciowej, ktorej funkcjg charakterystyczng
jest?!
2 \2
v(s) = (n—k+2) )
W przypadku tej gry v(P) = 1.
Nalezy zauwazy¢, ze gra nie jest superaddytywna. Na przyktad dlan = 5 ko-

alicja ztozona tylko z gracza nr 1 otrzyma wyplate %. Koalicja ztozona z drugiego
i trzeciego gracza otrzyma wyplate 24—5, natomiast koalicja {1, 2, 3} otrzyma wy-
plate %, czyli mniej, niz wynosi suma wyptat dwoch pierwszych koalicji. W tym
przypadku nie zaktadaliSmy bowiem, ze gracze spoza koalicji zjednoczg si¢ i wy-
biora posunigcie, ktore jak najbardziej zaszkodzi koalicji. Zamiast tego przyjeli-
$my, ze gracze spoza koalicji staraja si¢ maksymalizowa¢ swoje indywidualne
zyski.

Rozwazmy przypadek, gdy na rynku sg tylko cztery przedsigbiorstwa. Gra jest
symetryczna, wigc wystarczy wyznaczy¢ warto$¢ funkcji charakterystycznej dla
koalicji ztozonej z zera, jednego, dwoch, trzech i czterech graczy. Oznaczamy je
odpowiednio przez vy, Vi, ..., V4. Mamy vy =0, v; = 2

Vo =7, V3 =¢

25° 9
iv, = 1. Jak tatwo sprawdzi¢, gra jest superaddytywna, a nawet wypukta. Gra

ma niepusty rdzen. Na przyktad imputacja x = G, i, i, i), w ktorej gracze dzielg
si¢ rynkiem po rowno, jest elementem rdzenia — spetnia wszystkie potrzebne wa-
runki.

Mozna pokaza¢, cho¢ jest to troche bardziej skomplikowane, ze dla dowolne;j

liczby firm na rynku n gra ma niepusty rdzen, do ktérego nalezy imputacja,
w ktorej gracze dzielg si¢ rynkiem po rowno — kazdy otrzymuje %

21 Nie jest to posta¢ znormalizowana gry, poniewaz wyplaty koalicji jednoosobowych nie
sa rowne 0. Gr¢ mozna znormalizowa¢, ale wowczas funkcja charakterystyczna bedzie
miata bardziej skomplikowana postac.
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8.2.4. Zanieczyszczanie jeziora

Na brzegu pewnego jeziora znajduje si¢ 5 wiosek. Mieszkancy kazdej z nich wy-
puszczaja Scieki z kanalizacji do jeziora. Moga je najpierw oczyszczac, ale kosz-
tuje to 70 tys. zt. Spuszczanie nieoczyszczonych $ciekow do jeziora nic nie kosz-
tuje.

Pojawia si¢ jednak problem z wodg pitng, ktorg pobiera si¢ z jeziora. Gdyby
jezioro nie bylo zanieczyszczone, mozna by pobiera¢ wode bez uzdatniania jej
do picia. Wodg z zanieczyszczonego jeziora trzeba uzdatniac, a koszt tej czynno-
$ci rosnie wraz z poziomem zanieczyszczen. Koszt uzdatniania wynosi 20 tys. zt
razy liczba wiosek, ktore zanieczyszczaja jezioro.

Jest to gra pigcioosobowa. Rozwazmy najpierw uogdlniong wersj¢ tej gry, za-
ktadajac, ze jest n wiosek, a wigc jest to gra n-osobowa. Wezmy koalicje ztozong
z m wiosek (m < n). Najgorsza sytuacja dla koalicji jest, gdy wszystkie wioski
spoza koalicji spuszczajg do jeziora nieoczyszczone Scieki. Ustalmy, jaka wy-
ptate moze osiagna¢ koalicja — przy czym wyplata jest warto$cig przeciwng do
tacznych kosztow (oczyszczania i uzdatniania) ponoszonych przez wioski koali-
cji. Powiedzmy, ze w m-osobowej koalicji $cieki oczyszcza k wiosek, gdzie
k < m. Pozostate m — k wiosek spuszcza nieoczyszczone Scieki. Zatem lacznie
k wiosek oczyszcza Scieki, a n — k wiosek spuszcza nicoczyszczone $cieki.
Koszty uzdatniania wody w kazdej z wiosek wynosza zatem 2(n — k). Laczne
koszty koalicji to koszty oczyszczania (we wszystkich wioskach koalicji) i koszty
uzdatniania wody pitnej (tez we wszystkich wioskach koalicji). Wynosza one za-
tem 7k + 2m(n — k) = 2mn + (7 — 2m)k. Je$li zatem 7 — 2m > 0, to koali-
cja ma najmniejsze koszty dla k = 0 (nikt nie oczyszcza $ciekow). Wynoszg one
wowczas 2mn. Natomiast gdy 7 — 2m < 0, najmniejsze koszty s osiagane przy
jak najwickszym k, czyli k =m (wszyscy czlonkowie koalicji oczyszczaja
$cieki). Koszty wynoszg wowczas 2mn + (7 — 2m)m = (2n + 7 — 2m)m. Na-
stepujaca funkcja podaje najmniejsze koszty c,, ponoszone przez koalicje zto-
zong z m wiosek:

2mn dlam < %,

2n+7-2m)m dlam>%.

Aby koalicji oplacato si¢ oczyszczac $cieki, musi sktadac si¢ co najmniej z 4 wio-
sek. W przypadku gry pigcioosobowej (n = 5) prowadzi to do nastepujacej funk-
cji charakterystycznej (v,, oznacza warto$¢ funkcji dla dowolnej koalicji ztozo-
nej zm graczy):
Vo =0,vy =-10,v, = =20,v3 = =30, v, = —36, v = —35.
Gr¢ mozna przeksztalci¢ do postaci rdwnowaznej, dodajac 10 do wyptaty kaz-
dego gracza. Funkcja charakterystyczng rownowaznej gry jest
vVo=0,vy=0,v, =0,v3 =0,v, =4, vs = 15.
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Ta posta¢ gry pokazuje, ze efekt synergii ujawnia si¢ dopiero w koalicjach co
najmniej czteroosobowych.

Gra posiada niepusty rdzen. Nalezy do niego na przyklad imputacja
(3, 3, 3, 3, 3), ktora oznacza, ze wioski rowno dzielg si¢ kosztami oczyszczania
(kazda wioska ponosi koszt 7). Istnieje jednak jeden problem, ktory nie jest wi-
doczny w postaci koalicyjnej tej gry. Gdy zawigzata si¢ koalicja 5 wiosek, dla
kazdego jej cztonka bardzo korzystne jest opuszczenie koalicji (i spuszczanie nie-
oczyszczonych $ciekow). Wowczas moze obnizy¢ swoje koszty z 7 do 2. Gra ta
stanowi zatem przyktad wieloosobowego dylematu wigznia — najbardziej opta-
calna jest wspotpraca wszystkich graczy, ale przy takiej wspolpracy kazdy ma
silng motywacj¢ do zerwania wspotpracy.

8.2.5. Rynek butéw
Na rynku jest n szewcow, ktorzy wykonali prawe buty (kazdy po jednym), i m
szewcow, ktorzy uszyli buty lewe (zndw — kazdy po jednym). Buty sg tego sa-
mego kroju i rozmiaru, ale klient zaptaci tylko za pare butéw, a nie za jeden but.
Przyjmujemy, Ze jedna para jest warta 1. Wyptata koalicji jest wigc rowna liczbie
par ,,prawych” i, lewych” szewcow, ktorzy wchodzg w sktad koalicji.
Zatézmy, ze m < n, czyli mniej jest szewcoOw z lewymi butami. Warto$¢ funkeji
charakterystycznej dla wielkiej koalicji, ztozonej z wszystkich graczy, wynosi
wowczas  Vv(P) =m. Imputacje powinny wigc spetnia¢  warunek
X1 + -+ Xppan = m. Zatézmy, ze szewcy z prawymi butami majg numery od 1
do n, a szewcy z butami lewymi majg numery od n + 1 dom + n.

Rozwazmy koalicj¢ S ztozong ze wszystkich graczy z wyjatkiem gracza
J, ktory ma prawy but (tj. 1 < j < n). Wartos¢ funkcji charakterystycznej takiej
koalicji wynosi v(S) = m, czyli tyle samo, ile wynosi wyplata koalicji ztozonej
z wszystkich graczy. Jezeli x; > 0, to

YR x = x < T x = mo=v(S),
a wigc taka imputacja jest zdominowana. Oznacza to, ze x; = 0 dla j < n, czyli
szewcy z prawymi butami nie dostang nic.

Rozwazmy koalicj¢ gracza j > n (szewca z lewym butem) z dowolnym gra-
czem i < n (z szewcem z prawym butem). Wyptata tej koalicji wynosi 1. Wia-
domo tez, ze x; = 0, a zatem x; = 1.

Zatem jedynym elementem rdzenia jest imputacja, w ktérej wszyscy szewcy
z lewymi butami dostajg wyplate 1, a wszyscy szewcy z prawymi butami dostaja
wyptate 0. Jest to jedyna imputacja stabilna, a logika kryjaca si¢ za tym rozwig-
zaniem jest nastgpujaca: na rynku jest zbyt wiele prawych butow w stosunku do
butow lewych. Jednak z drugiej strony taki podziat jest mniej intuicyjny w sytu-
acji, gdy graczy jest bardzo wielu, a réznica w liczebnosci jest niewielka. Jesli na
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rynku jest 100 tys. szewcow z lewymi butami, a prawe buty oferuje 100 tys. i je-
den szewc, to zgodnie z przedstawionym rozumowaniem wyptate powinni otrzy-
mywac jedynie ci pierwsi.

Bardziej rownomierny rozdziat wyptat zapewnia warto$¢ Shapleya, ktora
uwzglednia ,,sprawiedliwos$¢” rozwigzania. Poniewaz wyznaczenie tej wartosci
w og6lnym przypadku jest skomplikowane, rozwazymy przyktad z trzema szew-
cami z prawymi butami i dwoma szewcami z butami lewymi. Ze wzgledu na sy-
metri¢ tej wartosci wystarczy rozwazy¢ dowolnego z graczy. Wezmy zatem do-
wolnego szewca oferujacego lewy but, L. Koalicje, w ktorych wnosi on wartos¢
dodatkowa, sa postaci {Li, P}, {Li,P,P}, {Li,P,P,P}, {Li,L» P, P},
{Li, Lo, P, P, P}, gdzie P oznacza dowolnego szewca z prawym butem, a L, to
drugi szewc oferujacy but lewy. Aby wyznaczy¢ warto$¢ Shapleya, nalezy ustali¢
liczbe koalicji kazdego rodzaju, a nastgpnie podstawi¢ odpowiednie wartosci do
wzoru. Obliczenia znajdujg si¢ w tabeli ponize;j.

Ko Lo T T o
{L\, P} 3 2 1 6
(L., P, P}, 3 3] o 5
{Li, P, P, P} 1 4] 6 .
(L,L,P,P} | 3 |4] 6 "
(Li,L,P,P,P} | 1 |5| 24 1

Na przyktad sa trzy koalicje typu {Li, P}, poniewaz szewca z prawym butem
mozna dobraé na trzy sposoby. Liczba graczy w tej koalicji to s = 2. Pozostate
wartos$ci potrzebne do obliczenia wartos$ci Shapleya znajdujg si¢ w kolejnych ko-
lumnach tabeli. Ostatecznie warto$¢ Shapleya dla gracza L; wynosi
¢1=5(31-6+3-2:2+1:6-1+3-6-1+1-24-1) =—>=0,65.
Ze wzgledu na symetri¢ wartosci Shapleya warto$¢ dla drugiego szewca z pra-
wym butem réwniez wynosi ¢, = 0,65. Wyptata ,,wielkiej koalicji” ztozonej ze
wszystkich graczy wynosi 2. Szewcy oferujacy lewe buty otrzymujg razem 1,3.
Pozostate 0,7 pozostaje do podziatu miedzy szewcow oferujacych prawe buty. Ze
wzgledu na symetri¢, kazdy z nich dostanie rowny udzial. Zatem warto$ci Sha-
pleya okreslaja nastepujaca imputacje:

(B,8,7 77

20’ 20’ 30° 30’ 30/°
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