1. Podrozmaitosci przestrzeni afinicznych

Zaczniemy od przypomnienia kilku poje¢ z algebry liniowej i analizy oraz
ustalenia oznaczen.

Prawie wszystkie zbiory, ktore bedziemy rozwazaé, beda podzbiorami prze-
strzeni afinicznej nad cialem liczb rzeczywistych R. Przestrzen afiniczna
n-wymiarowa sklada sie ze zbioru punktéw R"™ i n-wymiarowej przestrzeni
liniowej wektoréw swobodnych, ktéra bedziemy oznaczali symbolem T'(R"™).
Zarowno punkty, jak i wektory, to n-elementowe ciagi liczb rzeczywistych. Aby
odrozni¢ punkty od wektoréw, wspdlrzedne punktéw bedziemy zapisywaé w na-
wiasach okraglych, wspélrzedne wektorow — w kwadratowych. Wektor moze-
my doda¢ do punktu i otrzymujemy wtedy punkt, réznica dwéch punktéw
jest wektor. Wektory bazy standardowej przestrzeni T'(R™) bedziemy oznaczali
symbolami eq, es, ..., e,, a punkt (0,...,0) € R™ bedziemy zapisywali w skré-
cie jako 0. Termin ,,przestrzen euklidesowa R"™” bedzie oznaczal przestrzen afi-

niczng R™ ze standardowym iloczynem skalarnym ([z1,..., 2], [y1,...,Yn]) =
n

= Y x;y; na przestrzeni wektoré6w swobodnych T'(RR™).
i=1

1.1. Definicja. Przeksztalcenie ® = (®q,...,P,,) : W — R™ okreslone na
otwartym podzbiorze W przestrzeni R™ nazywa sie przeksztalceniem glad-
kim lub odwzorowaniem gladkim wtedy i tylko wtedy, gdy ® jest klasy
C (co oznacza, ze P jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne, czyli funk-
cje wspolrzedne ®; maja ciaglte pochodne czastkowe wszystkich rzedow).

1.2. Uwaga. Otwarto$é¢ zbioru W jest jednym z warunkéw gladkosci prze-
ksztalcenia. Dla wygody bedziemy jednak czasem uzywacé terminu ,,przeksztat-
cenie gladkie” w odniesieniu do przeksztalcen zbioréw niekoniecznie otwartych.
Zawsze bedziemy wtedy mieli na mysli obcigcia przeksztalcen gtadkich okre-
$lonych na zbiorach otwartych.

1.3. Uwaga. Dlaz € W rézniczka d®, : T(R™) — T(R™) przeksztalcenia
® w punkcie x, czyli przeksztalcenie liniowe takie, ze
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iiJ —®(x) — do,
i 12620 |<|x> a2 ()] _
v— v

przyporzadkowuje wektorowi v € T(R™) pochodna kierunkowa

4, (1) = lim O(z + tv) — <I>(:1:)
t—0 t

Macierz rézniczki oznaczana symbolem

¥(a) = | Ghto)

nazywa sie macierza Jacobiego!. Jesli n = m, to wyznacznik J®(z) :=
:= det ®'(z) macierzy Jacobiego ®'(x) nazywa sie jakobianem przeksztalcenia
® w punkcie z.

1.4. Definicja. Jezeli przy powyzszych oznaczeniach m = n, za$ ® jest glad-
kie i przeksztalca zbidr otwarty W wzajemnie jednoznacznie na zbiér otwarty
®(W) oraz przeksztalcenie odwrotne ®~1 : ®(W) — W jest gladkie, to ®
nazywa si¢ dyfeomorfizmem lub ukltadem wspéirzednych na W.

1.5. Uwaga. Rozniczka ztozenia przeksztatcen jest réwna zlozeniu rézniczek
tych przeksztalcen: d(® o W), = d®y(,) o d¥,. Zatem macierze Jacobiego spel-
niaja wzér na pochodna zlozenia (® o ¥)'(p) = ®'(¥(p)) - ¥/ (p). Wynika z nie-
go w szczegdlnodei, ze jakobian J®(x) dyfeomorfizmu ® w dowolnym punkcie
x € W jest rézny od zera. Bardzo wazne jest nastepujace twierdzenie odwrotne
do tego faktu:

1.6. Twierdzenie (o odwzorowaniu odwrotnym). Je$li W C R™ jest
podzbiorem otwartym, xog € W, a ® : W — R" jest przeksztalceniem gtad-
kim oraz J®(z() # 0, to istnieje otoczenie Wy C W punktu z( przeksztalcane
dyfeomorficznie na ®(Wy), tzn. takie, ze ®|w, : Wy — ®(W)y) jest dyfeomorfi-
zmem. O

1.7. Definicja. Niech p: U — R" bedzie gltadkim przeksztalceniem okreslo-
nym na otwartym podzbiorze U przestrzeni R™. Przeksztalcenie p nazywa sie
immersja w punkcie u € U wtedy i tylko wtedy, gdy dp, : T(R™) — T(R™)
jest monomorfizmem (wtedy w szczegblnosci m < n). Przeksztalcenie p nazywa
si¢ immersja, jesli jest immersja w kazdym punkcie u € U.

!Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), matematyk pochodzenia zydowskiego, wyktadal
w Berlinie i Krélewcu, jeden z tworcéw teorii funkcji eliptycznych. Publikowal prace takze
z teorii liczb, réwnan rézniczkowych czastkowych i mechaniki analitycznej. Wyznacznik zwany
dzisiaj jakobianem rozpatrywal juz wczesniej A. Cauchy.
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1.8. Przyklad. Przeksztalcenie r : R — R? okre§lone wzorem r(t) =
= (cost,sint) dla t € R jest immersja.

1.9. Przyklad. Jedli n > m, to wlozenie i : R™ — R" okreslone wzorem
(1, Tm) = (21,. .., Tm,0,...,0) jest immersja.

1.10. Twierdzenie (o immersji). Jezelip : U — R™ jest immersja w punk-
cie u € U, to istnieje taki dyfeomorfizm ® : W — ®(W) C R™ okreslony na
otoczeniu W punktu p(u) w R™, ze (Pop)(ut,...,um) = (U1, Um,0,...,0)
dla (uq, ..., um) nalezacych do pewnego otoczenia Uy punktu u w R™ (rys. 1.1).

R™

AN
R’IU I I m
~—_%

RU*NL

Rys. 1.1

DowODp.  Skoro p jest immersja w u, to rzad macierzy p’(u) jest réwny m,
wiegc pewna kwadratowa podmacierz stopnia m macierzy p’(u) jest nieosobli-
wa. Mozna zalozy¢, ze jest to podmacierz ztozona z pierwszych m wierszy
(w przeciwnym wypadku zlozyliby$my p z dyfeomorfizmem R™ zmieniajacym
kolejno$é wspélrzednych). Definiujemy przeksztalcenie ¥ : U x R*™™ — R"
wzorem .
W(ULy ey Uy Ul - e -y Upy) = P(UL, - ooy Upy) + Z u;e;.
i=m-+1

Jak tatwo sprawdzié, jakobian JW¥(u,0) # 0, wigc z twierdzenia o odwzorowa-
niu odwrotnym (1.6.) wynika, ze ¥ przeksztalca dyfeomorficznie pewne oto-
czenie punktu (u,0) na pewne otoczenie W punktu p(u). Wtedy & = U1
przeksztalca dyfeomorficznie W na ®(W) oraz (P o p)(ui,...,um,) =

= (' o U)(ug, .oy Um,0,...,0) = (ug,...,um,0,...,0), gdy tylko
(Uty. oy U, 0,...,0) € ®(W). Za Uy mozna przyjaé¢ jakiekolwiek otoczenie
punktu u zawarte w zbiorze {(ui,...,um,) € R™ : (u1,...,Un,0,...,0) €
eP(W)}. O

1.11. Definicja. Niech f: W — R* bedzie gtadkim przeksztatceniem okres-
lonym na otwartym podzbiorze W przestrzeni R™. Przeksztalcenie f nazywa sie
submersja w punkcie we€ W wtedy i tylko wtedy, gdy df,, : T(R")— T(RF)
jest epimorfizmem (wtedy w szczegdlnosci n > k). Przeksztalcenie f nazywa
sie submersja, jesli jest submersja w kazdym punkcie w € W.
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1.12. Przyktad. Jeéli n > k, to rzut f : R® — RF okre$lony wzorem
flz1,...,2n) = (z1,...,2k) jest submersja.

1.13. Twierdzenie (o submersji). Jezeli f : W — R jest submersja
w punkcie w € W, to istnieje dyfeomorfizm ® : Wy — ®(Wy) C R™ okreslony
na otoczeniu Wy C W punktu w w R™ taki, ze (f o @7 1) (Y1, Y-+, Yn) =
= (y1,..-,yx) dla (y1,...,yn) € ®(Wy) (rys. 1.2).

Ruf/\‘

Rk

R™

Rys. 1.2

DowOD.  Skoro f jest submersja w w, to rzad macierzy f'(w) jest réwny k,
wigc pewna kwadratowa podmacierz stopnia k macierzy f'(w) jest nieosobli-
wa. Tym razem mozna zatozy¢, ze jest to podmacierz ztozona z pierwszych k
kolumn. Definiujemy przeksztalcenie ® : W — R* x R"¥ = R" wzorem

Q(xly" 5Tk L1y -+ 7xn) =

= (fl(xl7' A 71'”)7' * '7fk7('r17" * 7xn)7$k+17' * '7xn)'
Jak tatwo sprawdzié, znowu jakobian J®(w) # 0, wiec z twierdzenia o odwzo-
rowaniu odwrotnym (1.6.) wynika, ze ® przeksztalca dyfeomorficznie pewne
otoczenie Wy punktu w na ®(Wy). Jezeli (y1,...,yn) € ®(Wp) i (1,...,2,) =
= q)_l(yla s 7yn)7 to

(ylﬂ"‘7yk7yk+17"'7yn> :(I)(xh"'axn) =

= (fi(x1,. -y Tn)y s [Tl oy B0) By - ey T

Zatem (f o @ H)(y1,... yn) = f(21,- o Tn) = (Y1, pp). O

1.14. Definicja. Niepusty podzbiér M przestrzeni afinicznej R™ nazywamy
m-wymiarowg podrozmaitoscig (lub krécej rozmaitoscia) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego punktu z € M istnieje taki dyfeomorfizm
S W — &(W) C R" =R™ xR ™ okreslony na pewnym otoczeniu W punk-
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R—m

RTI

Rys. 1.3

tuz wR", ze MNW = &~ 1(R™ x{0}). Obciecie ¢ : WNM — ¢(WNM) C R™
dyfeomorfizmu ® nazywamy lokalnym ukladem wspoélrzednych lub mapag
na podrozmaitosci M (rys. 1.3).

1.15. Uwaga. Rozmaitosci 1-wymiarowe nazywamy krzywymi gltadkimi,
a rozmaitosci 2-wymiarowe — powierzchniami gladkimi.

Nizej podamy trzy naturalne charakteryzacje rozmaitodci.

1.16. Definicja. Immersja p: U — R™ podzbioru otwartego U w R™, ktéra
jest homeomorfizmem U na zbiér p(U) rozpatrywany z topologia indukowana
z R™, nazywa si¢ parametryzacja zbioru p(U). Zbiér p(U) nazywa sie wtedy
m-wymiarowym platem.

1.17. Stwierdzenie. Niepusty podzbiér M C R"™ jest m-wymiarowa pod-
rozmaitoscig R™ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x¢o € M istnieje para-
metryzacja pewnego otoczenia xg w M.

DowdD. =—: Dla zy istnieje otoczenie W i taki dyfeomorfizm
S :W — &(W) C R z2e MNW = &~ HR™ x {0}). Wtedy teze spelnia
P =2 How)nmm x{0})-

<=: Niech p : U — p(U) bedzie dana parametryzacja, xo = p(ug).
Z twierdzenia o immersji (1.10.) wynika, ze istnieje taki dyfeomorfizm
O : W — (W) C R™ pewnego otoczenia W punktu z¢g = p(ug) w R", ze

M

U UO o /_ﬂ

RrR™ :

R™

RrR™
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(P op)(u) = (u,0) € R™ x R*™ = R"™ dla u nalezacych do pewnego pod-
zbioru otwartego Uy C U. Wykazemy, ze dyfeomorfizm ® obcigty do pewne-
go otoczenia punktu zy spelnia warunek wystepujacy w definicji rozmaitosci
(rys. 1.4). Poniewaz p jest homeomorfizmem U na p(U), wiec istnieje takie oto-
czenie Wy C W punktu zo w R", ze p(Up) = M NWjy (bo topologia na p(U) jest
indukowana z R™). Na ogdt zbior Wy jest jeszcze za duzy (zachodzi inkluzja
MNWy C @ 1(R™ x {0}), ale nie musi zachodzié¢ inkluzja przeciwna). Rozpa-
trzmy Wy = Wy N @~ 1(Uy x R*~™). Wtedy W; jest zbiorem otwartym w R™
oraz M NWy = M NWy = p(Up). Zamiast ¢ rozpatrzmy ®; = ®|y,. Mamy te-
raz p(Up) = MNW,; C &7 (Uy x {0}). Inkluzja ®; (U x {0}) C p(Up) wynika
7 réznowartoéciowosci @1, zatem MNW, = &1 (Uyx {0}) = &7 (R™ x {0}). O

1.18. Uwaga. Jesli p jest roznowartosciowa immersja, to p(U) nie musi byé
podrozmaitoscia. Przykladem moze by¢é ,,6semka” (rys. 1.5), ktéra jest obrazem
immersji p : (0,27) = U — p(U) C R? danej wzorem p(z) = (sinx, sin 2z).
Innym przykladem jest tzw. warszawska sinusoida (rys. 1.5), czyli obraz
immersji p : (—3,—1) U (0,00) — R? danej wzorem p(z) = (z,sin1) dla z > 0
oraz p(x) = (0,2 +2) dla z € (-3, -1).

0 27

Kx) = (sinz, sin 2z) v

Rys. 1.5

1.19. Wniosek. Platy sa podrozmaitoéciami. Podrozmaito$ci mozna para-
metryzowaé lokalnie.

1.20. Przyktad. Funkcjap: (—m,m) % (=%,5) — 52 C R? okreslona wzo-
rem p(p, ) = (rcos v cos p, T cos ¥ sin p, rsind) to tzw. parametryzacja sfe-
ryczna (plata na sferze o promieniu » w R?, rys. 1.6). Odwzorowanie p jest
homeomorfizmem, bo mozna je rozszerzy¢ do dyfeomorfizmu zbioru otwartego
(0,00) x (—m,m) x (=%, %) przestrzeni R? zmiennych (r, ¢, 9), danego podanym
wzorem na podzbiér otwarty R? (wspdhrzedne sferyczne w R?). Przeksztalce-
nie odwrotne przyporzadkowuje punktowi sfery jego wspolrzedne sferyczne:
dtugos¢ geograficzng ¢ i szeroko$¢ geograficzna 9. Obrazem parametryzacji sfe-
rycznej jest sfera bez jednego poludnika.

1.21. Przyklad. Sfere bez jednego punktu mozna sparametryzowaé przy
uzyciu tzw. rzutu stereograficznego. Niech S? C R? oznacza sfere o promieniu 1
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Rys. 1.7

i $rodku w punkcie (0,0,0) i niech N = (0,0,1) (rys. 1.7). Niech
q € S? bedzie dowolnym punktem réznym od N. Punkty q i N wyznaczaja
prosta w R3, jej punkt przeciecia z plaszczyzna P opisana réwnaniem z = 0
oznaczmy przez 1(q). Przeksztalcenie n : S? \ {N} — P okreSlone w ten
sposéb nazywa sie rzutem stereograficznym i we wspélrzednych ma po-
staé n(x,y,z) = (&,&,O). Przeksztalcenie p : R?2 — S2 okreélone
wzorem p(u,v) = n~(u,v,0) dla (u,v) € R? ma we wspéirzednych postaé

2u 2v u? +0% -1
w4+ 1w+ 024+ 17w+ 02+ 1
S? bez punktu N. (W wielu ksigzkach plaszczyzne rzutowania (tutaj P) sytu-
uje sie tak, by byta ona styczna do sfery w punkcie przeciwleglym do punktu,
z ktérego sie rzutuje (tutaj N).)

p(u,v) = ) i jest parametryzacjg sfery

1.22. Stwierdzenie. Niepusty podzbiér M C R™ jest m-wymiarowa pod-
rozmaitoscig R™ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € M istnieje taka
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submersja f : W — R"™" okreslona na pewnym otoczeniu W punktu x w R",
ze MNW = f~1(0).

DowOD. =: Bierzemy ® : W — ®(W) C R™ x R"™"™ z definicji podroz-
maitosci i kladziemy f := 7o @, gdzie 7 : R™ x R"™™ — R"™"™ jest rzutem
na drugi czynnik kartezjanski.

<=: Rozpatrzmy submersje f. Z twierdzenia o submersji (1.13.) wynika,
ze istnieje taki dyfeomorfizm ® : Wy — ®(W,) C R", okreslony na pewnym
otoczeniu Wy C W punktu x € R™, ze (f o @) (Y1, s YUms Ymt1s -+ > Yn) =
= (Ym+1,---,Yn) € R*™. Na Wy mamy zatem f = 7w o ® oraz M N W, =
= f710) = d 1(R™ x {0}). O

1.23. Uwaga. Przeciwobraz f~!(b) punktu b € B przy przeksztalceniu
f + A — B bedziemy nazywaé wldknem przeksztalcenia f nad punktem b.
Powyzsze stwierdzenie mozemy zatem sformutowaé w sposéb nastepujacy: pod-
zbiéor M C R”™ jest podrozmaitoscia R™ wtedy i tylko wtedy, gdy M lokalnie
jest widéknem submersji okreslonej na zbiorze otwartym w R™.

1.24. Wniosek. Jedli f: W — R™ ™ jest submersja okreslona na otwartym
podzbiorze R™, to niepuste wiékna f~!(y) sa m-wymiarowymi podrozmaito-
Sciami R™.

1.25. Przyktad. Sfera w R? o $rodku 0 i promieniu r jest wtéknem sub-
mersji f: R?\ {0} — R! okredlonej wzorem f(z,y,2) = 22 + 3> + 22 — r? nad
punktem 0.

1.26. Stwierdzenie. Niepusty podzbiér M C R™ jest m-wymiarowa pod-
rozmaitoscig R™ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt x € M posiada takie
otoczenie w M, ktére jest wykresem gladkiej funkcji @ : R™ D U — R"™™,
przy czym R™ oraz R"™"™ oznaczaja podprzestrzenie R™ rozpiete na odpo-
wiednio dobranych osiach uktadu wspoétrzednych, a U C R™ jest podzbiorem
otwartym (rys. 1.8).

R”L — RVL*'”L
M
T

"""" =) R" przy n=2m
of lu=ww) | |

_______ V 1 1

u \ : : R7n — Rn*"ﬂ
U
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Dow6Dp. =: Submersj¢ z poprzedniego stwierdzenia mozna traktowaé ja-
ko uktad réwnan opisujacy podrozmaito$¢ M, ktoérego macierz pochodnych
czastkowych ma rzad n — m. Teza wynika z twierdzenia o funkcji uwiktanej.

<=: Zostawiamy jako ¢wiczenie. Zaréwno parametryzacja wykresu funk-
cji gladkiej, jak i jego przedstawienie w postaci wldkna submersji, sg bardzo
tatwe. O

1.27. Przyklad. Otwarty podzbiér (gérna poétsfera) sfery w R3 o érodku 0
i promieniu 7 jest wykresem funkcji f : U — R okreSlonej wzorem f(z,y) =

== 22— yZnakole U= {(z,y) € R2: 22 + 2 < r2}.

Wprowadzimy teraz pojecie przeksztalcenia gtadkiego pomiedzy podroz-
maitosciami. Dwie mozliwoéci wydaja sie naturalne: jedna w terminach para-
metryzacji podrozmaitosci, druga — w terminach obcie¢ przeksztatcen gtadkich
przestrzeni afinicznych, w ktérych te podrozmaitosci sa zawarte. Okazuje sie,
ze obie drogi prowadza do tego samego celu.

1.28. Definicja. Niech M c R" i S ¢ RF beda podrozmaitoéciami wy-
miaréw odpowiednio m i s, a F : M — S — dowolnym przeksztalceniem
ciaglym. F nazywa sie przeksztalceniem gladkim wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnej parametryzacji p : U — p(U) zbioru p(U) otwartego w M i dla
dowolnej parametryzacji ¢ : V. — ¢(V') zbioru ¢(V') otwartego w S zlozenie
g 'oFop :p ' (F1(q(V))) — V C R® okreslone na zbiorze otwartym w R™
jest przeksztalceniem gladkim. Funkcja ¢~! o F op nazywa sie lokalnym przed-
stawieniem F przy parametryzacjach pi ¢ (lub w mapach p=1i¢~1) (rys. 1.9).

@ 6D

—F =

Rys. 1.9

1.29. Lemat. Jesli U C R™ jest podzbiorem otwartym, p: U — p(U) C R™
jest parametryzacja, a o = p(up), to istnieje otoczenie Uy punktu uy w U
oraz gladkie rozszerzenie f : W — Uy przeksztalcenia (p|y,)~! okreélone na
otoczeniu W punktu zg w R".

DowOD. 7 twierdzenia o immersji (1.10.) wynika, ze istnieje taki dyfeomor-
fizm & : W — &(W) C R™, ze (Pop)(u) = (u,0) € R"™ x R* ™ dla u € U.
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Niech 7 : R™ x R"™™ — R™ bedzie rzutem na pierwszy czynnik kartezjanski.
Wtedy mo®op jest identycznoscia na Uy i f := mo® jest gladkim rozszerzeniem
(p| Uo )_1 .

1.30. Stwierdzenie. Przeksztalcenie F' : M — S rozmaitosci M C R"
w S C RF jest gladkie wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu zy € M
istnieje otoczenie W tego punktu w R” oraz rozszerzenie gtadkie F : W — RF
obciecia F|paw -

Dow6Dp. Niechp: U — p(U) C Miq:V — q(V) C S beda parametryzacja-
mi, p(up) = o, q(vo) = F(x0) = yo. Niech g i h beda rozszerzeniami gtadkimi
przeksztalcen (p|y,) ! i odpowiednio (g|v;) ™!, o ktérych jest mowa w lemacie.
=: Z zalozenia ¢~ ! o Fop jest gltadkie, wiec réwniez F = goho Fopog
jest gladkie na otoczeniu W punktu o w R™ i F|yew = F|yaw-
<=: ql'oFop = hoF op jest gladkie jako zlozenie przeksztalcen
gladkich miedzy zbiorami otwartymi przestrzeni afinicznych. O

Zarowno z definicji jak i z ostatniego stwierdzenia wynikaja nastepujace
wlasnosci przeksztalcen gtadkich.

1.31. Wniosek. Ztozenie przeksztatcen gltadkich jest przeksztalceniem gtad-
kim. Przeksztalcenie gltadkie w sensie przestrzeni afinicznych, ktérego obraz jest
zawarty w rozmaitosci M, jest gtadkie jako przeksztalcenie rozmaitosci.

1.32. Definicja. Wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie F' : M — S roz-
maitosci M na rozmaitoéé¢ S nazywamy dyfeomorfizmem rozmaitosci wtedy
i tylko wtedy, gdy oba przksztalcenia F' i FF~! sg gladkie. Rozmaitoéci M i S
sa dyfeomorficzne, jesli istnieje dyfeomorfizm przeksztalcajacy M na S.

1.33. Wniosek. Dowolne dwie rozmaitosci tego samego wymiaru sa lokalnie
dyfeomorficzne, tzn. kazdy punkt jednej rozmaitosci ma otoczenie dyfeomor-
ficzne z pewnym otoczeniem wybranego punktu drugiej rozmaitosci.

1.34. Przyklad. Niech b : R?> — C oznacza bijekcje przestrzeni R? ze
zbiorem C liczb zespolonych okreslona wzorem b(u,v) = wu + v, niech
p: R? — S? oznacza parametryzacje czesci sfery pochodzaca od rzutu stereo-
graficznego (1.21.) i niech N = (0,0,1), S = (0,0, —1). Niech przeksztalcenie
j: €\ {0} — €\ {0} bedzie zadane wzorem j(w) = w=! dla w € C\ {0}
(rys. 1.10). Nietrudno jest sprawdzié, ze odpowiadajace mu na sferze prze-
ksztalcenie I = pob lojobop=t: 82\ {N,S} — S2\ {N,S} jest symetria
sfery wzgledem osi z. Kladac I(N) = S, I(S) = N, rozszerzamy I do symetrii
catej sfery. Oczywiscie I rozszerza si¢ do symetrii przestrzeni R3 (ktéra jest
dyfeomorfizmem R?), a wiec I jest dyfeomorfizmem sfery.
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(u,v) =u+iv=w

Rys. 1.10

1.35. Przyklad. Przyjmujemy oznaczenia z poprzedniego przykladu
(rys. 1.10). Niech f : € — C bedzie dowolnym wielomianem o wsp6lczyn-
nikach zespolonych. Wielomian f, podobnie jak poprzednio przeksztalcenie j,
wyznacza (poprzez rzut stereograficzny) gtadkie przeksztalcenie sfery S? bez
punktu N. Oznaczmy je przez g, tzn. g = pob~to fobop~™! : S2\{N} — SZ\{N}.
Wykazemy, ze g rozszerza si¢ do gtadkiego przeksztalcenia calej sfery w siebie.
Jesli wielomian f jest staly, to wyznacza stale (wiec gladkie) przeksztalcenie
sfery. Zal6zmy, ze f jest dodatniego stopnia n. Okreslamy g(N) = N. Wystar-
czy sprawdzi¢ gladkosé g w otoczeniu punktu N. Skorzystamy z dyfeomorfizmu
I:S52% — S? 7 poprzedniego przyktadu. Mianowicie, przeksztalcenie g jest gtad-
kie w otoczeniu N wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztaltcenie I ~togol jest gtadkie
w otoczeniu S. Poniewaz p jest parametryzacja, ten warunek jest rownowazny

gladkosci w otoczeniu punktu 0 € € funkcji j~1o foj dodatkowo przeprowadza-
w’l’L

(w=h) ~ wrf(w)
rozszerza si¢ do funkcji wymiernej zmiennej zespolonej przyjmujacej wartosé 0
w punkcie 0.

jacej 0 na 0, a ta wynika z tego, ze w — (j 1o foj)(w) = 7

1.36. Definicja. Niech M bedzie m-wymiarowa podrozmaitoécia R", a x
dowolnym punktem M. Przestrzenia styczng do rozmaitosci M w punkcie
x nazywamy zbiér T, M wszystkich wektoréw postaci v'(0), gdzie v : I — M
jest dowolnym przeksztalceniem gltadkim przedziatu otwartego I C R! takim,
ze 0 € I, v(0) =z (rys. 1.11). (Przypomnijmy, ze v'(0) = }ilr%)[y(t) —7(0)]/t €
e T(R"), wiec T, M C T(R"™)).

Interpretacja mechaniczna tej definicji jest nastepujaca. Funkcja ¢ — ~(¢)
opisuje ruch punktu po rozmaitosci M taki, ze w chwili ¢ = 0 poruszajacy
sie punkt znajduje sie w 2. Wektor v/(0) to wektor predkosci takiego punktu
w chwili 0. Przestrzen styczna sklada si¢ zatem z wektoréw predkosci wszystkich
mozliwych poruszajacych si¢ po M punktow, ktére w chwili ¢ = 0 znajduja sie
w punkcie x.
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1.37. Twierdzenie. Niech M bedzie m-wymiarowa podrozmaitoscia R™, a =
dowolnym punktem M. Niech p : U — p(U) bedzie parametryzacja otoczenia
p(U) punktu x w M, z = p(u), a f: W — R™ ™ niech bedzie taka submersja
okreslona na otoczeniu W punktu x w R", ze MNW = f~1(0). Wtedy T, M =
= imdp, = kerdf,.

DowOD.  Skoro fop = 0 (przeksztalcenie stalte), wiec d(fop), = df,odp, =0
i imdp, C kerdf,. Skoro dp, jest monomorfizmem, wiec dimimdp, = m,
a poniewaz df, jest epimorfizmem, wiec dimkerdf, = n — (n — m) = m.
Zatem imdp, = kerdf,. Skoro dla dowolnego = zlozenie f oy = 0, wiec
(foy)'(0) =dfs(v'(0)) =01~'(0) € kerdf,. Zatem T, M C kerdf,. Wykazemy,
ze imdp, C T,M. Rozpatrzmy dowolny wektor dp,(w) € imdp,. Zdefiniujmy
v(t) = p(u + tw) i zauwazmy, ze v(0) = p(u) = x, a v'(0) = dp,(w). Zatem
imdp, C T, M. O

1.38. Wniosek. T,M jest podprzestrzenia liniowa T'(R™). Obrazy wekto-
réw bazy standardowej ej,es, ..., e, przestrzeni T(R"™) przy rézniczce dp,
parametryzacji p tworza baze przestrzeni stycznej T, M. Bedziemy ja oznaczaé
p1(u), pa(u), ..., pm(u). Wektory tej bazy to pochodne czastkowe

Py 9P P
Oui ™ 7 Ous VT Ouy, s

Czasem wygodnie jest traktowaé przestrzen styczna do rozmaitosci M C R"™
jako podzbiér R™. Dlatego przyjmujemy nastepujace okreslenie.

1.39. Definicja. Podprzestrzen afiniczna A, M = x + T, M przestrzeni R"
nazywamy afiniczng przestrzenia styczna do M w punkcie x (rys. 1.11).

R™

T Rn

Rys. 1.11

1.40. Uwaga. Niektérzy autorzy wolg traktowaé przestrzenie styczne do M
w réznych punktach jako roztaczne i za przestrzen styczng do M w x uwazaja
iloczyn kartezjanski {z} x imdp, C M x T(R").
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1.41. Definicja. Niech F' : M — S bedzie gltadkim przeksztalceniem roz-
maitoéci, x € M,y = F(z) i niech v € T, M bedzie wektorem stycznym
do M w punkcie z. Wtedy v = +4’(0) dla pewnego przeksztalcenia gladkie-
go v : I — M takiego, ze v(0) = x. Wzér dF,(v) := (F o) (0) okresla
przeksztalcenie dF, : T,M — T,S zwane rézniczka (lub przeksztalceniem
stycznym) przeksztalcenia F' w punkcie z (rys. 1.12).

v F
——
0
~——
dF;
Rys. 1.12

1.42. Uwaga. Jedli W jest otoczeniem punktu 2 w R™, a F : W — R” jest
rozszerzeniem przeksztalcenia F'|jynw do przeksztalcenia gladkiego przestrzeni
afinicznych, to dFy(v) = dF,(v) dla dowolnego wektora v € T, M. Mianowicie
dFy(v) = (F 07)'(0) = (F 07)'(0) = dF;(7'(0)) = dF(v). Wynika stad, ze
definicja dF,(v) nie zalezy od wyboru v (bo prawa strona nie zalezy) oraz ze
dF, jest przeksztalceniem liniowym.

1.43. Uwaga. Podobnie jak to ma miejsce w przypadku przeksztalcen prze-
strzeni afinicznych, rézniczka zlozenia gtadkich przeksztalcen rozmaitosci jest
rowna zlozeniu rézniczek tych przeksztalcen.

1.44. Definicja. Niech M bedzie m-wymiarowa podrozmaitoscia R™. Pod-
zbior K C M nazywamy k-wymiarowg podrozmaitoscig M wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdego punktu x € K istnieje taka mapa ¢ : V — ¢(V) C R™ =
= R* x R™~* okreélona na otoczeniu V punktu z w M, ze ¢~ L(R* x {0}) =
=KnV.

1.45. Stwierdzenie. Niech K bedzie podzbiorem m-wymiarowej podroz-
maitosci M przestrzeni R™. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

a) K jest k-wymiarowa podrozmaitoscia R"™.

b) K jest k-wymiarowa podrozmaitosécia M.

c¢) Dla kazdego x € K istnieje taki dyfeomorfizm ® : W — ®(W) Cc R" =
= R*¥ x R™ % x R"~™ okreslony na otoczeniu W punktu & w R", ze MNW =
=d Y RF x R™* x {0})i KNW =& }RF x {0} x {0}).

Dowo6D.  Pozostawiamy jako éwiczenie. O
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Zadania

1.1. Czy przeksztalcenie ¢ : R? — R? okreslone wzorem ¢(z,y) = (e cosy, e® siny)
jest dyfeomorfizmem? Jeéli nie, to znajdz maksymalny podzbiér otwarty U C R? taki,
ze |y : U — ¢(U) jest dyfeomorfizmem.

1.2. a) Czy istnieje dyfeomorfizm kola (otwartego) na kwadrat (otwarty)?

b) Czy istnieje dyfeomorfizm kola domknigtego na kwadrat domkniety? Dokladniej
(por. uwaga 1.2.): czy istnieje dyfeomorfizm pewnego zbioru otwartego w R? zawiera-
jacego kolo domknicte na pewien zbiér otwarty w R? zawierajacy kwadrat domkniety,
przy ktorym obrazem kota bedzie kwadrat?

1.3. a) Wskaz przyklad immersji ¢ : R? — R? niebedacej dyfeomorfizmem.
b) Znajdz przyktad immersji R? na R? niebedacej dyfeomorfizmem.

Wskazéwka: rozpatrz np. przeksztatcenie p(s,t) = v(t) + ey (t), gdzie v : R* — R2
jest odpowiednig krzyws parametryczng w R? (por. definicja 2.1.).

1.4. Znajdz zbiér punktéw, w ktérych jest immersja przeksztatcenie ¢ : R? — R3
okreélone wzorem o(x,y) = (22,42, (22 + y? + 1)?).

1.5. Czy przeksztalcenie ¢ : R? — R? okreslone wzorem ¢(x,%y) = (x cosy, xsiny, )
jest immersja?

1.6. Znajdz zbiér punktéw, w ktérych jest submersja przeksztalcenie ¢ : R? \ {(0,0)}
— R? okreélone wzorem

(2,y) Z Y
x == ——].
SO 7y x2+y27$2+y2

1.7. Wykaz, ze dla dowolnego przeksztalcenia gtadkiego g : U — R™ okreslonego na
zbiorze otwartym U C R"™, zbidr tych punktéw u € U, w ktérych g jest a) submersja,
b) immersja, jest zbiorem otwartym w U.

1.8. Dane sa funkcje gladkie fi,f2,...,fx : R° — R takie, ze zbidr
= {($17$27$3,$4,I’5) S Rs : f1($17.732,$3,l‘4,1'5) = f2(501,122,$37$4,$5) = ... =
= fi(w1, 22, 73,74, 75) = 0} jest 3-wymiarows podrozmaitosciag R5 i dany jest punkt
p € M. Czy z tego wynika, ze
a) k=27
b . ofi o

) rzad macierzy (&T) (p) jest réwny 27

J

c) istnieja takie funkcje gladkie ¢, : R® — RR2? i otoczenie U punktu p w R®, ze
UNM =Un{(x1, 12,73, 0(1, T2, 23),¥(x1, 2, 13)) : (T1, T2, 73) € R3}?
d) istnieje taka funkcja gtadka F': U — R okreslona na pewnym otoczeniu U punktu
pw RS 2e MNU C F~1(0) oraz gradF(p) # 0?
e) istnieje taka immersja ¢ : R® — RP, ze fi(p(w1,22,23)) = 0 dla wszystkich
(71,79, m3) € R3 i wszystkich i = 1,...,k?

S
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1.9. Wykaz, ze sa podrozmaitosciami R? nastepujace zbiory:
a) {(z,y,2) ER®:ay +yz + 20 = -1, ayz = 1},
b) {(z,y,2) € R 1 y® + 2 =2, 2® + 2 =2},
c) {(z,y,2) e R3: 22—y —4dyz — 822 — 4z + 2y =0, xz = 1},
d) {(z,y,2) e R®:ay = 22 — 3, yz = o + 2?}.
Wskazdwka: przedstaw te podzbiory jako wldkna pewnych submersji (niekoniecznie
okreélonych na calej przestrzeni R?).

1.10. Wykaz, ze sa pgodrozmaitos’ciami R" nastepujace grupy macierzy:
a) SL(n) ={A e R" :det A =1}
b) O(n) ={AecR" : AT . A=1}.

1.11. Wykaz, ze cykloida C = {(t — sint,1 — cost) : ¢ € R} (rys. 2.6a) nie jest
podrozmaitoécig R2.

Wskazdwka: I sposéb: Wykaz, ze C' w otoczeniu punktu (0,0) nie jest wykresem
zadnej funkcji gladkiej.
II sposéb: Kazde przeksztalcenie f klasy co najmniej C? okreslone na otoczeniu punktu
(0,0) w R? i o wartoéciach rzeczywistych mozna zapisaé w postaci

0
fa) = 10,0+ 0,00+ Z 0.0y +
0? 02 0?
43| (00 250,00 ay+ 50,0012 + (0 +17) - Ua),

gdzie ¥ jest pewna funkcja ciagla w (0,0) i spelniajaca warunek ¥(0,0) = 0. Zastosuj
powyzszy fakt do wykazania, ze zadne otoczenie (0,0) w C nie lezy we widknie zadnej
submersji.

1.12. Jakie przyklady podrozmaitosci otrzymamy, ustalajac wartosci niektérych wspot-
rzednych w uktadach wspélrzednych a) biegunowych, b) cylindrycznych, ¢) sferycznych?

1.13. Znajdz opis torusa w R? (czyli powierzchni obrotowej powstalej przez obrét
okregu woké!t osi lezacej w plaszezyZznie okregu i nieprzecinajacej tego okregu) za po-
moca rownania i za pomocg parametryzacji mozliwie duzego podzbioru otwartego, por.
rys. 6.3. Zréb to samo dla powierzchni w R® otrzymanej przez obrét wokél osi z do-
wolnej krzywej lezacej w plaszczyznie xz.

1.14. Znajdz taka parametryzacje p paraboloidy hiperbolicznej opisanej réwnaniem
z = 2% — y?, przy ktérej linie wspélrzednych p(sg,t) i p(s,to) sa prostymi.

1.15. Znajdz dyfeomorfizm okregu C' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} na rozmaitoéé
E={(z,y) e R?:2* +¢y* =1}.

1.16. Wykaz, ze M = {(x,y,z) € R® : 22 = 4?2z, y # 0} jest podrozmaitoécia R?
i znajdz te punkty m € M, dla ktérych A,,,M > (0,0,1).

1.17. Zrédlo $wiatla znajduje sie w punkcie (1,1,1) w R3. Przedstaw brzeg owietlonej
czeéci paraboloidy z-+22+y? = 0 na tej paraboloidzie jako obraz odpowiedniej immersji
r: R — R3.
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1.18. Niech M = {(z,y,2) € R? : sinz = shz -shy}, p = (0,a,7), a € R. Wykaz,
ze M jest powierzchnia gtadka. Znajdz réwnanie afinicznej plaszczyzny stycznej do M
w punkcie p.

1.19. Wykaz, ze M = {(z,y, 2) € R®: \/|z| = 2® + y? + 1} jest podrozmaitoécia R3.
Znajdz parametryzacje podzbioru otwartego M. Znajdz uktad wspolrzednych y1, yo, ys3
na pewnym zbiorze otwartym W C R3 taki, ze M N W = {w € W : y3(w) = 0}.
Czy istnieja takie dwa rézne punkty w M, w ktorych afiniczne przestrzenie styczne sa
réowne?

1.20. Czy na paraboloidzie hiperbolicznej M = {(z,y,2) € R3 : z = 22 — y?} istnieja
takie dwa r6zne punkty, w ktérych afiniczne przestrzenie styczne sa réwnolegle?

1.21. Rozwazmy paraboloide hiperbolicznag H = {(z,y,2) : 2y = 2z} C R3. Czy dla
kazdego punktu p € H

a) roézniczka dm, rzutu 7 : H — {(z,y,2) € R®: 2 = 0} wzdluz osi z jest monomorfiz-
mem?

b) rézniczka do, rzutu ¢ : H — {(z,y,2) € R?: 2 = y = 0} wzdluz plaszczyzny zy jest
epimorfizmem?

1.22. Dana jest rozmaitosé M={(z,y,z) €R?*\{(0,0,0)}:22+zy? —22=y, 2? = yz2}.
Czy afiniczna prosta styczna do M w punkcie (1,1, 1) przecina M poza tym punktem?

1.23. Wykaz, ze wszystkie afiniczne przestrzenie styczne do powierzchni opisanej réw-
naniem z = x - gb(%), gdzie ¢ jest dowolng funkcja gladka, przechodzg przez punkt
(0,0,0). Jak geometrycznie uzasadnié ten fakt?

1.24. Znajdz te punkty powierzchni opisanej réwnaniem z = x* — 2233, w ktérych
plaszczyzny styczne sa prostopadle do wektora [—2,6, 1].

1.25. Wykaz, ze M = {(z,y,2) € R : 2% + 4® + 23 — xyz = 2} jest podrozmaitoécia
R3. Czy (M N A,M)\ {p} jest krzywa gladka, jesli p = (1,1,1)?

1.26. Méwimy, ze dwie podrozmaitoéci M i N przestrzeni RF przecinaja sie trans-
wersalnie w punkcie p € M N N, jedli T,M + T,N = T(R*). M i N przecinaja si¢
transwersalnie, jesli przecinaja si¢ transwersalnie w kazdym punkcie p € MNN. Wykaz,
ze jedli podrozmaitosci M i N przestrzeni RF przecinaja si¢ transwersalnie, to M N N
jest podrozmaitoécia R*.

1.27. Niech M C R3 bedzie powierzchnia gladka, p € M dowolnym punktem i niech H
bedzie dowolna plaszczyzna afiniczna zawierajaca punkt p. Wykaz, ze jesli MNH = {p},
to H=A,M.





