Poznawanie a myslenie statystyczne

1.1. Poznawanie

Jedna z najbardziej charakterystycznych cech cztowieka jako gatunku homo
sapiens jest jego zdolno$S¢ myslenia. Czlowiek jest istota myslaca, homo cogitans,
on wierzy, watpi, ma przekonania, wnioskuje, ztoSci si¢, raduje. Trudno powie-
dzie¢, co to takiego jest mySlenie, J. Bocheniski okresla je jako ruch duchowy
(geistige Bewegung). Jezeli celem myslenia jest uzyskanie wiedzy, to nazywa sie
ono wowczas poznawaniem. Wiedze o Swiecie zewngtrznym, a takze o samym
sobie, cztowiek pozyskuje nie tylko poprzez myslenie, ale i poprzez obserwacje
Swiata oraz przeprowadzanie eksperymentow.

MySlenie z kolei moze si¢ odbywaé z udzialem rozumu i nazywa si¢ je
wowczas rozumowaniem albo mySleniem racjonalnym, od facifiskiego stowa
ratio, oznaczajacego rozum. Rozumowanie okreslane jest mianem mys§lenia
posredniego, gdyz wykonywanie tej czynnosci umystowej odbywa si¢ za pomoca
rozumu. OprOcz rozumowania istniejg tez rozne rodzaje myslenia bezpoSred-
niego, stanowiace réwniez Zrodlo naszej wiedzy o §wiecie. Przykfadem takiego
zrodla poznania jest doSwiadczenie mistyczne, a takze przezycia psychiczne,
emocjonalne.

W dalszej czeSci omawiane jest wylacznie myslenie racjonalne, ale nie dlate-
g0, ze jest ono okreSlane mianem mySlenia naukowego, i z tego powodu zastu-
gujacego na szczegodlne traktowanie, lecz dlatego, ze mozna si¢ go nauczy¢ cho-
ciazby przez wskazanie regut pozwalajacych unikng¢ biedéw myslenia. Istniejg
przeciez rzeczy, ktorych rozumem pojac nie mozna, ale mozna je sercem odczuc.
Pascal wyrazil t¢ prawde w postaci stynnej sentencji: Le cceur a ses raisons
que la raison ne connait pas (serce ma swoje racje, ktdrych rozum nie zna).

Wyodrebnimy dwa rodzaje mySlenia racjonalnego: myslenie logiczne i my-
Slenie statystyczne. MySlenie statystyczne mozna traktowac jako specyficzny
rodzaj mysSlenia logicznego. Ze wzgledu na te¢ specyfike, a takze ze wzgledu
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na histori¢ jego rozwoju, mySlenie statystyczne wyodrebnimy jako drugi, obok
mysSlenia logicznego, podstawowy filar mySlenia poSredniego. Wyr6znimy
przy tym dwa rodzaje rozumowania statystycznego: wnioskowanie i mySlenie
o rzeczywistosci fizycznej za pomocg modeli statystycznych, ktore w skrocie
okres§limy mianem modelowania statystycznego. Modelowanie to stosowane
moze by¢ w formie bezpoSredniej, jako formalna imitacja zjawisk Swiata real-
nego, lub w formie posredniej, jako narzedzie wspomagajace pozastatystyczne
sposoby analizy danych. Klasyfikacja sposoboéw poznawania przedstawiona
jest na rysunku 1.1.

Rysunek 1.1. Sposoby poznawania rzeczywistos$ci

poznawanie

myslenie

obserwacja

posrednie

bezposrednie

emocjonalne | | mistyczne | | statystyczne | | logiczne |

|Wnioskowanie | | modelowanie |

| estymacja | | weryfikacja | | posrednie | |bezpoérednie |

1.2. Przedmiot myslenia statystycznego

Gi6éwnym przedmiotem mysSlenia statystycznego sa dane statystyczne. Maja
one wyrazng specyfike odrozniajacg je od wszystkich innych danych o Swiecie.
Specyfike danych statystycznych okreSlaja trzy nast¢pujace wtasnosci: maso-
woS$¢, zmienno$¢, niepewnosc.

Pierwsza charakterystyka jest doS¢ oczywista, oznacza ona bowiem, ze da-
nych jest zwykle bardzo duzo. Aby uzmystowi¢ sobie, co znaczy duzo, wezmy
na przyktad dane dotyczace §redniego miesiecznego dochodu, jakim dysponujg
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gospodarstwa domowe w Polsce. Gospodarstw domowych jest okoto 13 000 000.
Zalozmy, ze Sredni miesieczny dochdd jest liczba czterocyfrowa. Dane doty-
czace dochodow gospodarstw domowych stanowia wigc zbior 65 miliondw cyfr.
Wyobrazmy sobie, jak gruba bytaby ksigzka, gdybySmy je zapisali, oddzielajac
chociazby tylko spacja jedna liczbe od drugie;.

Zmienno$¢ danych jest takze do§¢ dobrze i jednoznacznie pojmowana przez
wickszo$¢ ludzi. Jesli temperatura jednego dnia wynosi 5°C, drugiego za$§ minus
10°C, trzeciego 0°C itd., to bez wigkszego zastanowienia powiemy, ze jest ona
bardziej zmienna od takiej, gdy kazdego dnia jest ok. 10°C.

Trzecia cecha danych statystycznych jest nieco bardziej skomplikowana.
Pozornie jest ona rowniez do$¢ oczywista. Wiemy przeciez, co znaczy stwier-
dzenie: ,,nie wiemy, ile jutro spadnie $niegu”. Trzeba jednak zauwazy¢, ze
istnieja bardzo rozne rodzaje niepewnoSci. Niepewnos$¢ dotyczaca nasilenia
jutrzejszych opaddw jest zupelnie inna od niepewnosci wygrania w totolotka,
a jeszcze bardziej inna niz niepewnos¢ tego, czy wykupione dzisiaj akcje jakiejs
firmy okazg si¢ zyskowne, czy tez przynoszace straty.

Niepewno$¢ dotyczy zwykle przyszlych zdarzen. Jezeli przyszie zdarzenie
zwigzane jest z ewentualng stratg lub utrata czegos, czego nie chcielibySmy
tracié, to niepewnoS$¢ nazywa si¢ ryzykiem. Ryzyko jest to wiec niechciane
niepewne zdarzenie.

W takim przypadku niepewno$¢ ma dwa aspekty, jeden z nich dotyczy
samego zajScia zdarzenia niepozadanego, drugi za§ mowi o rozmiarze, czyli
wielkoSci straty. Niezaleznie od intuicyjnego rozumienia tych trzech podstawo-
wych charakterystyk danych statystycznych, potrzebne sa sposoby ich pomiaru.

1.3. Niepewnos¢é

Specyficzno$§¢ mySlenia statystycznego polega gtownie na tym, ze dotyczy ono
niepewnosci. Od najdawniejszych czasow cztowiek dgzyt do absolutnej pewnosci
w poznaniu prawdy. Dazenie takie wynikato miedzy innymi z przekonania, ze
istnieja wielkie i niezmienne prawa wytyczajace Sciezki, ktorymi wedrujemy.
To powiedzenie Goethego podzielato wielu mySlicieli, ktorych nazwiska beda
si¢ tu nieraz pojawialy. Leibniz, Poincaré, Laplace i inni uwazali, ze wszystko,
co istnieje, ma swoja racje i przyczyne. MozliwoSci umystu ludzkiego sg jednak
ograniczone. Niektorzy sadza nawet, ze niezaleznie od postepu nauki pew-
nych granic umystu nigdy nie przekroczymy. E. du Bois-Reymond okreslit to
tacifiskim powiedzeniem: ignoramus et ignorabimus (nie wiemy i nie bedziemy
wiedzie¢). Nie bedgc w stanie poznaé i pojac wielu przyczyn, medrey starozytnej
Grecji wymySlili sztuczne bostwo, nadajac mu imi¢ Toyn (tyche), ktére Rzy-
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mianie nazwali Fortung. W jezyku polskim wystepuje jako Los, przy czym jest
on rozumiany dwojako, jako przypadek i jako przeznaczenie.

Filozofowie od wielu lat tocza spor o to, czy losowos¢ jest immanentng cecha
Swiata, w ktorym zyjemy i stanowimy jego cz¢S¢, czy tez stanowi wygodna zastong
naszej niewiedzy o $wiecie. Z punktu widzenia myslenia statystycznego nie jest
wazne, kto w tym sporze ma racje. Wazne jest to, ze losowoS¢ ma swoje prawa,
ktore cztowiek jest w stanie poznac i wykorzysta¢ dla swego dobra.

Gdy si¢ okazalo, ze niepewnoS$ci nie mozna si¢ pozby¢, dotozono wiele
staran, aby nauczy¢ si¢ zy¢ zarOwno w warunkach niepewnosci, jak i ryzyka.
Zamiast zdawac si¢ na kaprysy fortuny, zacz¢to poznawac jej zachowanie
i okazato si¢, ze zachowanie to mozna imitowac¢ za pomoca tzw. ruletki,
ktorg nazywa si¢ tez kotem fortuny lub loteria. Fundamentalng cecha tego
niezwykle prostego i uzytecznego urzadzenia jest prawdopodobienstwo. Po-
jecie prawdopodobiefistwa stanowi fundament, na ktérym zbudowano gmach
mysSlenia statystycznego. Stanowi ono nie tylko charakterystyke liczbowa
niepewnosci, ale jest tez wykorzystywane do pomiaru zmiennoS$ci danych
statystycznych.

1.4. Probabilistyka

Stowo ,,prawdopodobienstwo” jest znane wiekszosci ludzi, bywa jednak rozu-
miane bardzo roznie, bo uzywa si¢ go w réoznych kontekstach. Wiadomo, ze
bardzo trudno jest wytyczyC granice miedzy r6znymi kontekstami. Zazwyczaj
tatwo mozna podac przypadki typowe, dalekie od siebie. Wydzielmy wigc dwie
typowe sytuacje okreslajace dwa rozne rozumienia stowa ,,prawdopodobien-
stwo”. Przedstawmy je na dwoch przyktadach. Zat6zmy, ze mamy szeScioScien-
ng kostke do gry. Zapytajmy, jakie sa szanse, ze wypadnie sze$¢ oczek, gdy te
kostke upuscimy na podtoge?

Kazdy, kto widziat kostke, odpowie, ze szanse wypadnigcia szeSciu oczek
sa jak 1 do 5, gdyz jest sze$¢ Scianek, na jednej jest szeS¢ oczek, na pozostatych
pieciu Sciankach jest inna liczba oczek (por. par. 1.5).

Drugi przyktad dotyczy katastrofy w Smolensku. Zaraz po katastrofie jedni
orzekli, ze przyczyng katastrofy byta nieodpowiedzialna decyzja ladowania na
ladowisku w warunkach zupelnego zamglenia. Inni za$ uznali, ze katastrofa
byta wynikiem misternie zaplanowanego zamachu, a mgta byla sztucznie
wytworzona. Przyjmijmy, ze myS§limy wedtug logiki klasycznej. Prawda wigc
istnieje niezaleznie od tego, kto i co sadzi na ten temat. Zapytajmy teraz: ktore
z orzeczen jest blizsze prawdy?
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Poniewaz nie wiemy, jak zmierzy¢ odlegtosS¢ od prawdy, raczej powinniSmy
zapytad, ktore z tych dwoch orzeczen, wedtug twego rozumu czy odczucia, jest
bardziej przekonujace? Jesli jakies stwierdzenie jest bardziej przekonujace, to
mowi si¢, ze jest bardziej zblizone do prawdy, czyli bardziej prawdopodobne.
W tym wtasnie sensie stowo ,,prawdopodobiefistwo” r6zni si¢ od stowa ,,szan-
sa” wyjasnianego w pierwszym przykladzie. Zamiast stowa ,,szanse”, obecnie
i w tym kontekscie uzywa si¢ stowa prawdopodobiefistwo.

W starozytnej Grecji konsekwentnie rozr6zniano obie sytuacje, uzywajac
dwoch réznych stow.

Na oznaczenie tego, ,,co si¢ zazwyczaj zdarza”, uzywano stowa eikos. Nato-
miast na oznaczenie tego, co jest dostatecznie przekonujace, uzywano stowa
pithanon i jemu pochodnych. Polskim odpowiednikiem pierwszego stowa jest
stowo ,,szanse”, za$ drugiego stowo ,,perswazja” lub ,,przekonanie”. Ttumaczac
dzieta greckie na jezyk lacifski, Cyceron uzyl dwoch stow: probabilis i verisi-
mile, potraktowat je jednak jako synonimy, wprowadzajac tym samym pewne
zamieszanie terminologiczne. Lacinskie stowo verisimile oznacza dostownie
,podobne do prawdy”, czyli prawdopodobne, za$ stowo probabilis pochodzi od
stowa aprobare, czyli ,,aprobowac”. Oba tacinskie stowa odnosza si¢ wigc do
sytuacji przedstawionej w drugim przykiadzie, czyli do stwierdzen zastugujacych
na aprobate lub takich, ktore mozna uznac jako podobne do prawdy.

Angielskimi odpowiednikami stowa pithanon sa stowa: credible, plausible,
reasonable, likely. Za$ stowo eikos ttumaczone jest jako probable, fair, equitable.
W jezyku niemieckim uzywane jest stowo okreslajace podobiefistwo do prawdy,
Wahrscheinlichkeit (to, co si¢ jawi jako prawda). W jezyku rosyjskim za$ stowo
wierojatnost’ sugeruje podobienstwo nie do prawdy, a raczej to, co zastuguje na
wiare, czyli godne wiary, ale i to, co w jezyku polskim okreslamy jako wiarygod-
ne, w jezyku rosyjskim jest takze zwigzane z wiara (dostowiernost’).W jezyku
polskim mamy dwa rézne slowa: w jednym podkre§la si¢ podobiefistwo do
prawdy, w drugim za§ wage tego, co jest godne wiary.

Aby odrozni¢ prawdopodobienstwo rozumiane jako szansa zajScia zda-
rzenia od prawdopodobienstwa rozumianego jako podobienstwo do prawdy
orzekania o czymsS, czyli wypowiadanego sadu, stosowane sa odrebne pojecia.
W pierwszym przypadku uzywa si¢ nazwy prawdopodobienstwo fizyczne, gdyz
dotyczy zjawisk zachodzacych w przyrodzie. Greckim odpowiednikiem stowa
przyroda jest stowo phisi. Poniewaz typowym przyktadem zdarzen ocenianych
za pomocg takiego prawdopodobiefistwa sg zdarzenia zwiazane z rzutem koscia
do gry, to prawdopodobienstwo okreslajace wynik takiego rzutu nazywane jest
prawdopodobienstwem aleatorycznym lub hazardem. Nazwy takie wynikaja
z tego, ze kostka do gry w jezyku facinskim jest to alea, za$ w jezyku arabskim
stowo al zahr tez oznacza kostke do gry.
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Drugie rozumienie prawdopodobiefstwa dotyczy mnieman ludzkich. Mnie-
manie lub opinia w jezyku greckim okreslane bylo jako doksa. Stad tez ten rodzaj
prawdopodobienstwa okresla si¢ mianem prawdopodobienstwa doksatycznego.
Czasem jest ono okreSlane tez ogdlniej jako prawdopodobienstwo epistemiczne
(od greckiego stowa episteme, czyli wiedza).

Pierwsza prace na temat prawdopodobiefistwa aleatorycznego napisat
B. Pascal w 1654 r., opublikowano ja poSmiertnie w 1665 roku. Byla to praca
pt. Traité du triangle arithmétique, w ktorej podany byt rozklad dwumianowy,
nazywany w literaturze polskiej rozkladem Bernoullego. Drugg jest napisana
po tacinie w 1657 r. i czesto cytowana praca Ch. Huygensa. Tytul tego 15-stro-
nicowego tekstu, nazywanego pierwszym podrecznikiem z rachunku prawdo-
podobiefistwa, brzmi: De ratiociniis in ludo aleae, co oznacza ,,Rachunki przy
grze w koSci”. Prace t¢ J. Arbuthnot przettumaczyt na jezyk angielski i byta
to pierwsza praca dotyczaca rachunku prawdopodobiefistwa opublikowana
w jezyku angielskim.

Prawdopodobienstwo fizyczne jest doS¢ intuicyjne i do$¢ fatwo definio-
walne. W rozprawie pt. De incerti aestimation z 1678 r. W. Leibniz definiuje
szans¢ zdarzenia, czyli prawdopodobienistwo w sensie aleatorycznym, w postaci
ilorazu liczby przypadkow sprzyjajacych temu zdarzeniu do liczby wszystkich
mozliwych przypadkow. Taka definicje nazywa si¢ dzisiaj definicja klasyczna
prawdopodobienistwa i przypisuje si¢ ja zwykle Laplace’owi.

Prawdopodobiefistwo epistemiczne wystepuje w dwdch odmianach, jako
prawdopodobienstwo logiczne i jako prawdopodobienstwo personalistyczne,
nazywane tez subiektywnym. W pierwszym przypadku jest ono traktowane jako
miara tego, w jakim stopniu dane zawarte w przestankach potwierdzaja wniosek.
Druga odmiana prawdopodobienstwa epistemicznego ma charkater behawioral-
ny, dotyczy bowiem zachowania si¢ osoby w warunkach niepewnosci. Definiowane
ono jest na kilka r6znych sposobow, zawsze jednak wykorzystywane jest pojecie
osoby koherentnej, czyli postepujacej racjonalnie, spokojnie i majacej rozsadne
preferencje, czyli takiej, ktora wie, czego chce i jest w tym konsekwentna.

Jesli prawdopodobienstwo fizyczne traktowa¢ mozna jako wlasciwos¢ zja-
wisk fizycznych, to prawdopodobiefistwo epistemiczne traktowa¢ mozna jako
ceche umystu ludzkiego.

Oprocz takiego konkretnego rozumienia pojecia prawdopodobienstwa, jest
ono ujmowane zupelnie abstrakcyjnie jako pojecie formalnej teorii matema-
tycznej. Dlatego tez nazywane jest ono prawdopodobiefistwem matematycznym.
Aksjomatyczna teori¢ takiego prawdopodobienstwa sformutowat A. Kolmogo-
row w 1933 r. jako szczegOlny wariant matematycznej teorii miary.

Wyszczegolnione wyzej rodzaje prawdopodobiefistwa mozemy wigc przed-
stawi€ tak jak na rysunku 1.2.
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Rysunek 1.2. Typologia prawdopodobiefistw

prawdopodobienstwo

rzecz abstrakcyjna rzecz konkretna
(unormowana miara
zbioru)
prawdopodobienstwo prawdopodobienstwo
epistemiczne fizyczne (szanse)

logiczne psychologiczne

(stopien pewnosci)

1.5. Stochastyka

W 1662 r. ukazata si¢ bezimiennie ksigzka pod tytutem La logique ou I’Art de
penser, co znaczy ,,Logika, czyli sztuka mySlenia”. Dzi§ wiadomo, ze autorami
tego dzieta byli A. Arnauld i P. Nicole. Dzieto to powszechnie znane jest pod
tytulem tacinskim jako Ars cogitandi, czyli sztuka myslenia.

Juz w pierwszym zdaniu autorzy deklaruja, ze ,,nie ma rzeczy cenniejszej
niz zdrowy rozsadek i sprawno$¢ umystu w odroznianiu prawdy od falszu”.
Cale dzielo poSwigcone jest wyrabianiu tej sprawnosci umystu i tworzeniu
ogoOlnej teorii poznawania naukowego, czyli racjonalnego, otaczajgcej nas rze-
czywistoSci. Obecnie wiemy juz dobrze, Ze oprocz wiedzy naukowej ocenianej
w kategoriach prawdy i falszu, istnieja przekonania, opinie i domniemania
oceniane w kategoriach stopnia podobienistwa do prawdy. ROwnie cenna rzecza
jest wiec sprawnos$¢ umystu w dochodzeniu do takich mnieman, ktore bytyby
jak najbardziej zblizone do prawdy. Pt wieku po ukazaniu si¢ drukiem Ars
cogitandi, czyli sztuki myslenia, w 1713 r. opublikowana zostata sztuka domnie-
man i przypuszczania pod tytulem Ars conjectandi. To wybitne dzielo napisat
Jakub Bernoulli (1654-1705), a zostalo opublikowane osiem lat po Smierci
autora przez jego bratanka.

Podobnie jak w ,,Sztuce myslenia”, tu rOwniez juz na samym poczatku jasno
i klarownie przedstawiony jest cel dzieta. Przedstawmy go, korzystajac z pracy
[Furstenberg]:
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Jesli czegos jesteSmy pewni, nie majac zadnych watpliwoSci, to mowimy, ze
to wiemy lub rozumiemy. W przeciwnym razie tylko przypuszczamy lub mnie-
mamy. Czyni€ przypuszczenia o czymsS oznacza mierzy¢ prawdopodobienstwo
o tym. Dlatego tez definiujemy sztuke przypuszczania, czyli stochastyke (ars
conjectandi sive stochastice), jako sztuk¢ pomiaru prawdopodobienstwa rzeczy
tak doktadnie, jak to mozliwe, ktdra umozliwia nam we wszystkich naszych
osadach i dziataniach dokonywanie takiego wyboru, ktory jest lepszy, bar-
dziej satysfakcjonujacy, bezpieczniejszy lub pozwala na dokladniejsza analize
(por. [Furstenberg)).

Jak z tego wynika, dzieto Bernoullego mozna zatytutowac jako Stochastyka,
czyli sztuka przypuszczania a zobaczymy wtedy petng analogi¢ z dzietem Logika,
czyli sztuka myslenia.

Jesli w Logice jako podstawowe pojecie wyodrebnimy pojecie prawdy, to
w Stochastyce rolg taka odgrywa pojecie prawdopodobienstwa. Pojecie to zo-
stalo zdefiniowane nastepujaco:

Probabilitas enim est gradus certitudinus, et ab hac differt ut pars a toto

czyli prawdopodobienstwo jest to stopiefni pewnosci,od ktdrej ono sie rozni tak
jak czegs¢ od catosci.
Analogia ta przedstawiona jest na rysunku 1.3.

Rysunek 1.3. Metoda poréwnawcza prawdopodobienstwa jako cze$ci pewnosci

pewnos$¢

prawdopodobiefistwo

Lata, ktore uptynety miedzy publikacjami Pascala i Bernoullego okresla si¢
jako ciemny okres prawdopodobienstwa (dark ages of probability).

Pojecia stochastyka uzywa si¢ obecnie prawie wylacznie w odniesieniu do
teorii proceséw stochastycznych, czyli w odniesieniu do wielkosci losowych
traktowanych jako funkcje czasu.

cafo$é

1.6. Kwantyfikacja prawdopodobienstwa

Sztuka przypuszczania, ktora Bernoulli nazwat stochastyka, polega gtow-
nie na okreSlaniu prawdopodobiefistwa tak, aby bylo ono mozliwie naj-
blizsze pewnosci. Stowo stochastyka pochodzi od greckiego stowa ctoyol
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(stochos) oznaczajacego cel, odgadywanie czego$ niepewnego, zamiar lub
celne okreslenie prawdopodobienstwa rozumianego jako stopiefi pewno-
Sci. Przyjmijmy, ze ten stopien okreSlany bedzie liczba z przedziatu [0, 1]
i oznaczany bedzie litera p (od slowa prawdopodobiefistwo), lub jako
P(E), gdy wyszczegblnimy zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo jest
oceniane.

Prawdopodobienstwo oceniane jest czgsto w postaci szans. Stowo ,,szan-
se” w jezyku polskim pojmowane jest dwojako. Pierwsze rozumienie odpo-
wiada angielskiemu stowu chance i jest wowczas traktowane jako synonim
stowa ,,prawdopodobiefistwo” (w zastosowaniu do prawdopodobiefistwa
fizycznego). Drugie znaczenie odpowiada angielskiemu odds. Jest wowczas
formufowane w postaci ,,utamka” postaci ,,a:b” odczytywanego jako: ,,szanse
sa jaka do b”.

Rozpocznijmy od prostego przyktadu. Zalézmy, ze mamy zwykla kostke do
gry. Zapytajmy: jakie sg szanse, ze wypadnie sze$¢ oczek, gdy te kostke upu-
Scimy na podtoge? Kostka ma sze$¢ Scianek, na jednej Sciance umieszczonych
jest sze$¢ oczek, na pozostatych pieciu Sciankach sag inne liczby oczek. Dlatego
tez rozsadnie jest odpowiedzie¢ na postawione pytanie nastepujaco: szanse
wypadnigcia szeSciu oczek sa jak jeden do pigciu. Czgsto odpowiedz takg za-
pisuje si¢ krdcej: szanse sa jak 1:5.

Na podstawie takiej odpowiedzi mozna uzyska¢ prawdopodobiefistwo wy-
padnigcia szesciu oczek (przy jednorazowym rzucie prawidtowa kostka do gry).
Prawdopodobiefistwo to okresla si¢ nastgpujaco:

prawdopodobienstwo = 1

1+5°
Jesli zdarzenie ,,wypadnigcia szeSciu oczek” oznaczymy literg 4, za$§ zamiast
stowa prawdopodobiefistwo uzyjemy jednej litery P, to powyzszy ,,wzOr”, okre-
§lajacy prawdopodobiefistwo zajScia zdarzenia A, zapiszemy krotko:

P(A) :%.

Jesli mowimy, ze szanse jakiego$ zdarzenia przypadkowego sa jak a:b, to
oznacza, ze prawdopodobiefistwo tego zdarzenia oceniamy jako roéwne ilora-
zowia/(a +b).

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na to, ze w jezyku polskim dos§¢
czgsto wyrazenie ,,szanse s3 jak 1 do 6” traktowane jest jako utamek 1/6.
Poprawniej jest jednak uzy¢ okreslenia ,,1 na 6”, co odpowiada tez angiel-
skiemu ,,/ in 6”.

Aby mozliwie najprosciej wylozy¢ metodyke pomiaru prawdopodobienistwa,
rozpatrzmy zdarzenie okreslajace stan jutrzejszej pogody. Sformutujmy zda-
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rzenie: E = Jutro bedzie padat deszcz. Aby okresli¢ prawdopodobienstwo tego
zdarzenia, zwrocimy si¢ do meteorologa, proponujagc mu dwa bilety na dwie
gry hazardowe, z ktorych musi wybrac jedna. Poniewaz tego typu gry stanowia
jego gtowne Zrodio utrzymania, to mozemy by¢ pewni, ze wybierze taka gre,
ktora pozwoli uzyskaé mu pewniejszy dochod.

Bilet na pierwsza gre jest nastepujacy:

Bilet niniejszy gwarantuje jego posiadaczowi wyptate 100 zt
pojutrze, jesli jutro bedzie padat deszcz; jesli bedzie pogoda,
zadnej wyplaty nie bedzie.

Gra druga jest nastepujaca:

W urnie jest 100 kul, z ktorych 40 jest koloru bialego, po-
zostate sa czarne.

Bilet niniejszy gwarantuje jego posiadaczowi wyplate 100 z1,
jesli wyciagnigta przez niego kula bedzie koloru biatego,
w przeciwnym razie zadnej wyplaty nie bedzie.

Jesli meteorolog wybierze gre pierwsza, oznacza to, ze jest pewny, iz
prawdopodobienstwo, ze jutro bedzie padal deszcz, jest wicksze niz 0,4.
Swoje szanse uzyskania 100 zt ocenia bowiem wyzej w pierwszej grze niz
w drugiej. Zaktadamy oczywista rzecz, ze chce uzyskac wiecej niz mniej i nie
ma zadnego celu, zeby nas wprowadzi¢ w biad. Jezeli chcielibySmy ustali¢
bardziej doktadnie prawdopodobienistwo tego, ze jutro bedzie padat deszcz,
to moglibySmy proponowac seri¢ tego typu loterii, zmieniajac tylko propor-
cje kul biatych i czarnych. Cechg charakterystyczng takiego podejscia do
pomiaru prawdopodobiefistwa jest to, ze decydent (ekspert) musi dokonaé
wyboru jednego z dwdch wariantow. Wyboru dokonuje na podstawie swoich
preferencji.

Nieco inne podejScie bazuje na idei stawiania (robienia) zaktadow. Zatoz-
my, ze bookmacher proponuje pewnemu graczowi zaklad dotyczacy jakiego$
zdarzenia niepewnego. Gracz ma okresli¢ prawdopodobienstwo p zajScia
tego zdarzenia i wptacenia kwoty pS w zamian za uzyskanie kwoty S, jeSli to
zdarzenie rzeczywiScie zaistnieje, i prawdopodobienstwo utraty swego wkiadu
w przeciwnym razie. Kwote S ustala jednak bookmacher. Przy czym moze ona
by¢ liczba ujemna, co oznacza, ze wowczas bookmacher kupuje loterig, a nie
ja sprzedaje. Rozpatrzmy przyktad.
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Przyktad 1.1

Zaktad dotyczacy budowy stadionu

Zat6zmy, ze zdarzeniem niepewnym jest wybudowanie w terminie stadionu na
igrzyska Euro 2012. Przyjmijmy, ze gracz ocenia prawdopodobiefistwo wybudowa-
nia stadionu w terminie i jest przekonany, ze wynosi ono 0,6, czyli stawia 3 do 2,
ze stadion bedzie wybudowany. Bookmacher ustala kwote S = 500 zt i pobiera od
gracza oplate w wysokosci 300 zt (500 - 0,6). Jedli stadion zostanie wybudowany,
wyplaca graczowi 500 zi, jesli nie bedzie wybudowany w terminie, zatrzymuje sobie
kwote 300 zt.

Jesliby bookmacher ustalit, ze S = —500, to by oznaczalo, ze to on kupuje od gra-
cza loterie za 300 zI w zamian za uzyskanie 500 z1, jeSli stadion zostanie wybudowany
w terminie.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad, ktory stanowi¢ bedzie podstawe do
okreslenia osoby koherentnej.

Przyktad 1.2

Zaktad holenderski

Zal6zmy, ze dane sa cztery wykluczajace si¢ zdarzenia niepewne, facznie za$ stanowia-
ce zdarzenie pewne. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, Ze sa to nastgpujace zdarzenia:

E, = ceny akcji wzrosng o ponad 10%,

E, = ceny akcji wzrosna co najwyzej do 10%),

E; = ceny akcji si¢ nie zmienia lub spadng nie wigcej niz o 10%,

E, = ceny akcji spadna co najmniej o 10%.

Bookmacher prosi eksperta o oszacowanie prawdopodobiefistw tych zdarzen.
Zaltozmy, ze ekspert podaje nastepujace oceny:

P(E)) =0,50; P(E,) =0,25; P(E;)=0,20; P(E,) =0,10.
Bookmacher podaje kwote do wygrania S = 100 zl. Ekspert wptaca zatem taczna
kwote w wysokosci 110 zt:
0,50 - 100 + 0,25 - 100 + 0,20 - 100 + 0,10 - 100 = 110.
Niezaleznie od tego, ktore zdarzenie si¢ zrealizuje, bookmacher wyptaca kwote

S =100 zt. Czyli w kazdym przypadku ekspert traci.
Zaltozmy, ze ekspert ustali nastepujace prawdopodobiefistwa:

P(E,) = 0,30; P(E,) =0,25; P(E3) = 0,20; P(E.) = 0,10.

Ale bookmacher, majacy swobode¢ w ustalaniu kwot do wygrania, ustali tym ra-
zem kwote S = -100 zI. Oznacza to, ze to bookmacher ,.kupuje” loteri¢ od eksperta.
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Wypltaca mu taczna kwote 90 zt i niezaleznie od tego, ktore zdarzenie si¢ zrealizuje,
wygrywa kwote 100 zI. Ekspert nie jest w tym przypadku osoba koherentna, Zle szacuje
prawdopodobiefistwo.

Zaklad tego typu, jak przedstawiony w postaci powyzszego przyktadu, na-
zywa si¢ zakladem holenderskim. Jest to zaktad, w ktorym jedna osoba z cata
pewnoscig przegrywa. Jesli osoba oceniajgca prawdopodobienstwa nie godzi
sie na zaklad tego typu, to nazywa si¢ ja osoba koherentna. Okazuje sie, ze jesli
osoba bedzie postepowatla koherentnie, to szacowane przez nia prawdopodo-
biefistwa beda spetnialy miedzy innymi nastepujace trzy warunki:

1) prawdopodobienstwo jest liczba z przedziatu [0, 1],

2) prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego jest rowne 1,

3) prawdopodobienistwo zdarzefn wykluczajacych si¢ jest rOwne sumie praw-
dopodobienistw tych zdarzen.

Rozpatrzmy sytuacje, gdy trzeba ocenié¢ prawdopodobiefistwo powtarzaja-
cego si¢ zdarzenia losowego, na przyktad oszacowania prawdopodobiefistwa
pogody. Zat6zmy, ze prawdopodobienstwo zdarzenia E wynosip, czyli P(E) =p.
Oceng eksperta oznaczmy symbolem r. OkreSlmy nastepujaca funkcje premiu-
Jaca wyniki ekspertyzy:

_ [ Si(r), gdy zdarzenie E zajdzie.
50 = { S,(r), gdy zdarzenie E nie zajdzie. (16.1)

Srednig liczbe punktéw premiowych, jakg uzyska ekspert, okresla sie ze wzoru
5= pS (n)+(1-p)S, ().

Poniewaz p nie jest znane, to zamiast p przyjmijmy obserwowang czesto$¢ p,
z jaka realizowane jest zdarzenie E. Srednig ocen¢ punktowa okre§li¢ wowczas
mozna w postaci wzoru:

S(r) =pS (r)+(1-p)S,(1). (1.6.2)
Jesli p=r,to pl(’)wi sie, ze prognozy sa dobrze kalibrowane, czyli ekspert jest
dobrego kalibru. Srednig ocene okresla si¢ w takim przypadku za pomoca wzoru:
S(r) =rS,(r) + (1-r) S,(r).
Przy prognozowaniu pogody stosowane s3 nastepujace funkcje:
S (r)=1-(1-r)},

S (=11 (1.6.3)
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Srednig ocene wyznaczymy wowczas nastepujgco:

$0)=pS,()+1-p)8, () =pr-r)+(1-p)(1-r) =
=1-(1-p) p- (- ). (1.6.4)

Zauwazmy, ze skladnik (- p)* stanowi kare za zlg kalibracje i dlatego
wystepuje ze znakiem minus w wyrazeniu okreslajacym Srednig premig. Za-
uwazmy ponadto, ze jesli prognozy sa dobrze kalibrowane, czyli p = r, to
Srednia premia wynosi:

S =1-(1=-Nr=1-(r-r%). (1.6.5)

Sktadnik (r —r*) w tym wyrazeniu takze ma wyrazna interpretacj¢, mozna go
bowiem rozumie¢ jako bodziec do formutowania ocen zdecydowanych: bliskich
0 lub bliskich 1. Wyrazenie r — r* przyjmuje warto$¢ najwigksza dlar=0,5, czyli
wowczas najwigcej si¢ odejmuje od 1 i Srednia premia jest najmniejsza.

Koficzace ten rozdziat, zauwazmy, ze kwantyfikacja, czyli pomiar, odgrywa
niezwykle istotng role nie tylko w procesach mySlenia statystycznego, ale
w ogole stanowi on podstawe wszelkiego precyzyjnego rozumowania. Powo-
fajmy si¢ jeszcze raz na Arbuthnota, ktdry juz w 1692 roku napisat: ,,Niewiele
spos$rdd znanych nam rzeczy nie da si¢ sprowadzi¢ do Rozumowania Mate-
matycznego; a jeshi si¢ tak dzieje, jest to znak, ze nasza Wiedza o nich jest
niewielka i nieuporzadkowana (w oryginale: There are very few things which
we know; which are not capable of being reduced to a Mathematical Reaso-
ning; and when they cannot, it’s a sign our Knowledge of them is very small and
confused), a wigc duzo wczeSniej niz czesto cytowane podobne powiedzenie
lorda Kelvina.

1.7. Zasady myslenia statystycznego

Podstawowa zasad¢ klasycznej logiki stanowi tzw. zasada deterministyczne;j
koniecznoSci. Logika klasyczna okresla si¢ taki system mySlenia, w ktorym
przestrzegane sa nastgpujace cztery prawa:

1) identycznosci (principio identitas),

2) sprzecznosci (principio contradictionis),

3) wyltaczonego Srodka (principio exclusi medii),

4) racji dostatecznej (principio rationis sufficientis).

W mysleniu statystycznym zamiast zasady deterministycznej koniecznosci
stosowane sg tzw. prawa statystyczne. Niestety, kodyfikacja i systematyzacja
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wszelkich praw i zasad statystycznych nie osiggneta jeszcze takiej formy, jaka
cieszy si¢ logika klasyczna.

Rozpatrzmy kilka zasad mySlenia statystycznego, na podstawie ktorych mogli-
bySmy wyrobic sobie przynajmniej przyblizony sad o specyficznosci tego mySlenia.

Zanim to zrobimy, wprowadZmy pewna konwencje, jaka dawniej byta dos§é
rygorystycznie przestrzegana przez statystykoOw w ich pracach, zas obecnie jest
nieco zaniedbywana przez miodsze pokolenia.

Wedlug tej konwencji wielkosci abstrakcyjne oznacza si¢ za pomoca liter
alfabetu greckiego. Odpowiadajace im wielkoSci empiryczne oznaczane s3 za
pomoca odpowiednich liter alfabetu facinskiego.

Zwroémy przy tej okazji uwage na spostrzezenie Poincarégo, ze wielkoSci
abstrakcyjne, jakimi sga obiekty matematyczne, a w szczegOlnosci liczby, moga
by¢ identyczne lub rowne, spelniajace relacj¢ przechodniosci. Wielkosci em-
piryczne za$ moga byC tylko nierozroznialne i czg¢sto nie spelniaja warunku
przechodnioSci. Jednym ze sposobow formutowania teorii o zjawiskach empi-
rycznych w taki sposob, aby zachowane byly podstawowe prawa matematyczne,
jest wykorzystanie rozktadéw prawdopodobienistwa. Oznacza to, ze wyniki
pomiaréw (obserwacji) reprezentowane sa nie w postaci liczb rzeczywistych,
lecz w postaci rozktadow prawdopodobiefistwa okreslonych na odpowiednim
zbiorze tych liczb. ,,Liczbami” tego typu zajmiemy si¢ w rozdziale 2.7. Teraz zas$
powrd¢my do prezentacji gtownych zasad mySlenia statystycznego, dotyczacych
w szczegOlnosci myslenia przy uzyciu takich liczb.

Jako pierwsza zasade myslenia statystycznego przyjmijmy zasade gloszaca,
ze kazde zjawisko jest swoista mieszaning dwoch skrajnoSci: determinizmu
i indeterminizmu. Wszystko to, co obserwujemy, jest ztagczeniem dwdch bytow
idealnych, czyli abstrakcyjnych:

Y::/u—l—é. (171)

Wielkos$¢ stata (stabilna) ¢ w jezyku matematycznym moze by¢ okreslona
w postaci liczby, macierzy, funkcji, zbioru lub innego obiektu formalnego.
WielkoS¢ niestabilng i niepewng &£ nazwiemy wielkoScig losowa. Potraktujmy
ja na razie jako pojecie pierwotne.

Jesli przyjmiemy, ze jednym z naszych celow jest poznawanie Swiata, w kto-
rym zyjemy i dziatamy, to w tym przypadku mozemy sformutowac bardziej
konkretne zadanie, a mianowicie wykrywanie regularnosci i poznawanie praw
przyrody na podstawie tego, co empirycznie obserwujemy. Dlatego tez, majac
takie obserwacje yy, ¥2, ..., Yu,--., chcemy ,,wytuska¢” z nich, czyli wyodregbnic,
czesS¢ regularng. Aby to bylo mozliwe, trzeba przyjac kolejna zasade metodolo-
giczng umozliwiajaca oczyszczanie danych z tego, co nazywamy zaktoceniami
losowymi.
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Przyjmijmy wigc, ze cze$€ stabilna i regularna zajmuje zawsze miejsce cen-
tralne wsrdd wszystkich obserwacji.

Wielko$¢ centralna jest najwazniejsza, czyli ma najwyzsza wage wsrod
wszystkich obserwacji. Przyjmijmy, ze to, co ma wyzsza wage, jawi si¢ nam
czedciej od tego, co jest mniej wazne, mniej typowe. To, co si¢ zwykle zdarza,
Arystoteles nazwal prawdopodobnym. To, co si¢ czeSciej zdarza, jest wiec
bardziej prawdopodobne od tego, co si¢ zdarza rzadziej. OkreSlmy ,,r6znice”
miedzy regularnym i nieregularnym w sposOb nastgpujacy:

p=p-¢.

Wage tej rdznicy, czyli wielkoSci odchylenia od cze$ci regularnej, okre§lmy
W postaci wzoru:

Bec (17.2)

Potraktujemy go jako druga zasade podstawowego trzonu myslenia staty-
stycznego.

Zauwazmy, ze zasade te odkryt A. de Moivre, traktujac jg jako zagadnienie
teologiczne. Okreslit on bowiem w taki sposob czestoS¢ odchylen od pierwotne-
go planu ustalonego przez Stworce (w oryginale: ,,For him it was a theological
problem, he was determining the frequency of irregularities from the Original
Design of the Deity” — w ten sposob wyrazit to K. Pearson).

Jezeli chcemy praktycznie wyznaczyC stabilng wielkoS¢ centralng na
podstawie obserwacji empirycznych, to musimy umie¢ mierzy¢ odchylenia
tej wielkoSci od wszystkich pozostalych. Przyjmijmy, ze d(y;, ¢) oznacza od-
chylenie (lub oddalenie) pewnej wielkoSci ¢ od wielkoSci y;, za§ D oznacza
sume wszystkich odchylen, to wielkoScia centralng nazwiemy wielkoS¢ m
spetniajaca warunek:

D(y;, m) < D(y;, c) dla dowolnego c. (1.7.3)

Czesto, gdy obserwacje sg liczbowe, miare odchylenia okre§la si¢ nastepu-

jaco: ‘2

D(y,,¢) =Z ‘yi -C

WielkoScig centralng wsrod n obserwacji jest wowczas wielko$¢:

m = V1, Y2, - Yn) / 1.
Trawestujac Einsteina, powiemy, ze natura jest skomplikowana, ale zto§liwo-
Sci nam nie wykazuje, mozemy wiec ja poznawac, jesli nawet tylko do pewnego
stopnia. Jesli tylko mamy dostatecznie duzo obserwacji, to na ich podstawie
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mozemy wykrywac prawidlowosci, jakie rzeczywiScie w naturze istnieja. Innymi
stowy, mozemy wyznacza¢ empiryczne odpowiedniki pojec¢ teoretycznych.
Jako trzecia zasade przyjmijmy zatem nastepujaca relacje:

m=u. (1.7.4)

Te zasade z pewnoScia mozna przypisa¢ Bernoullemu. On to bowiem, we-
dhug jego wlasnych stow, nad jej odkryciem pracowat przez 20 lat i nazwat ja
zlotym prawem.

Idee Newtona o wszechobecnej boskoSci w przyrodzie gwarantujacej sta-
bilno$¢ wartosci Srednich mozna w tym przypadku traktowac jako podstawe
filozoficzna tej zasady. Wedtug stow Pearsona: Newton’s idea of an omnipresent
activating deity, who maintains mean statistical values, forms the foundation of
statistical development.

Konficzac ten rozdzial, zauwazmy, ze mysSlenie statystyczne jest o wiele
bardziej roznorodne i ma wiele innych aspektow niz te, dla ktorych podstawe
stanowia podane tu zasady.

Te trzy zasady okreSlajg gtowny trzon mySlenia statystycznego, od niego wy-
wodzg si¢ inne, wazne galezie nauki statystycznej. Jedng z nich stanowi teoria
wartoSci ekstremalnych.

Wartos¢ Srednig M. Cauchy okreslit jako te, ktora znajduje sie migdzy
dwiema wartoSciami ekstremalnymi: najmniejsza i najwigksza. Okazuje sie,
ze tak samo jak warto$¢ srodkowa, wartos$ci ekstremalne mozna réwniez iden-
tyfikowa¢ na podstawie obserwacji empirycznych. Zasada druga jest wowczas
nieco inaczej interpretowana, a mianowicie rozpatrywane sa odchylenia nie od
wartoSci centralnej, lecz od wartoSci ekstremalne;.

Mimo krytyki ze strony przedstawicieli statystyki odpornej, zasada ta jest
przez nich takze stosowana. Przytaczany przez nich aforyzm, ze wszyscy wierza
w to, ze bledy maja rozktad normalny (praktycy sadza, ze to twierdzenie mate-
matyczne, a matematycy, ze jest to fakt ustalony eksperymentalnie, za$ przez
P. Hubera nazwany dogmatem normalnosci), nie stanowi zadnej podstawy do
negowania zasady rozkfadu normalnego. Ma ona zastosowanie nie tylko do
rozktadu bledéw. Juz Edgeworth zwracatl uwage na istotng roznice miedzy
pojeciami btedu i odchylenia. Zat6zmy na przykiad, ze pewna osoba wazy
doktfadnie 65 kg. Dokonujemy czterech pomiardw i uzyskujemy nastepujace
wyniki: 64,1; 64,7; 65,5; 65,7. Srednia arytmetyczna wynosi 65. Zal6ézmy teraz,
ze dokonujemy doktadnych pomiaréw czterech roznych osob i uzyskujemy te
same wyniki. W tym przypadku wartoS¢ ,,centralna” wynosi takze 65, chociaz
takiej osoby w ogole nie ma. Odchylenia od pewnej hipotetycznej wielkoSci
mogg mie¢ rOwniez rozklad normalny. Dzigki takiemu spostrzezeniu A. Que-
telet odkryl wiele ciekawych praw biologicznych i spolecznych.



