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Wstep

Ekonometria finansowa jest dziedzing, ktora rozwinela si¢ z klasycznej ekono-
metrii, analizy szeregdw czasowych oraz finanséw. Szeroko rozumiana obejmuje
cala tematyke modelowania rynkéw finansowych, czasami jednak sprowadza
si¢ ja do analizy finansowych szeregdw czasowych, ktora niewatpliwie zalicza
si¢ do jej gléwnych nurtow.

Powstanie ekonometrii finansowej datuje si¢ na rok 1982, w ktorym presti-
zowe czasopismo ,,Econometrica” opublikowalo artykut Roberta Engle’a wpro-
wadzajacy modele ARCH. Jest to o tyle ciekawe, ze praca ta nie dotyczyla
rynkéw finansowych, a jedynie wykorzystywata w modelowaniu inflacji model
wychwytujacy zgrupowania zmiennosci charakterystyczne dla wigkszoSci sze-
regow stOp zwrotu z instrumentow finansowych.

OczywiScie juz wczesniej publikowane byly wyniki, ktére mozna by dzisiaj
zaliczy¢ do ekonometrii finansowej. Na pewno nalezatoby w tym kontekscie
wymieni¢ wyniki zawarte w pracach Famy oraz Mandelbrota z lat 60. i 70.
XX wieku, ktore stworzyly podstawy do powstania w odpowiednim momencie
nowej dyscypliny.

Ekonometria finansowa rozwija si¢ obecnie bardzo gwaltownie, co jest
spowodowane nie tylko wzrostem aktywnosci osrodkow akademickich, w kto-
rych jest uprawiana, ale rowniez zwigkszeniem mozliwoSci komputerow po-
zwalajacych na dokonywanie nawet bardzo ztozonych obliczen, gromadzenie
1 przetwarzanie ogromnej liczby danych, a takze ciagtym zapotrzebowaniem
zgtaszanym przez praktykow, wynikajacym z rozwoju rynkow finansowych.

Atrakcyjno$¢ ekonometrii finansowej jako dyscypliny badawczej jest zwigza-
na w duzym stopniu z jej interdyscyplinarnoscia. Do osiagnigcia sukcesu w jej
uprawianiu potrzeba bowiem jednoczesnej znajomosci bardzo zaawansowanych
i zr6znicowanych metod iloSciowych oraz dosS¢ szczegdtowej wiedzy na temat
funkcjonowania rynkéw finansowych potaczonej z ciagla obserwacja rzeczywi-
stoSci tych rynkow. Jest to trudne, ale, jak nasze dos§wiadczenia dydaktyczne
pokazuja, czesto fascynujace wyzwanie dla miodych ludzi.
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Niniejsza ksigzka powstata na podstawie materialu badawczego przedsta-
wionego przez autoréw w ich monografii opublikowanej w 2004 roku, a takze
w pOzniejszych pracach. Stanowi ona znacznie rozszerzona i uporzadkowana
wersje wykladow z modelowania zmiennoSci i ryzyka, prowadzonych przez
Matgorzate Doman od 3 lat na kierunku informatyka i ekonometria w Akade-
mii Ekonomicznej w Poznaniu oraz z ekonometrii finansowej, prowadzonych
przez Ryszarda Domana dla specjalno$ci matematyka finansowa i aktuarialna
na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza. Nasze doswiadczenia pokazuja, ze
(przy raczej duzym zaangazowaniu stuchaczy i wyktadowcy) przedstawiony
material mozna zrealizowaé w trakcie semestralnego wyktadu.

Ksigzka jest jednak takze w stosownym stopniu obrazem naszych doswiad-
czen z teorii 1 praktyki modelowania, poniewaz oboje pracujemy aktywnie na-
ukowo w tej dziedzinie. W ramach ograniczonych obj¢toScia wyktadu, ksiazka
moze by¢ rowniez traktowana jako monografia przedstawiajaca wybrane aspekty
wiedzy w zakresie modelowania zmiennoSci.

Niektorym czytelnikom wybor tresci przedstawionych w tej ksigzce moze wy-
dawac sie niekonsekwentny. Czasami szczegdtowo tlumaczymy pojecia uwazane
za tatwe, a kiedy indziej do$¢ szybko przechodzimy do porzadku dziennego nad
rzeczami zlozonymi. Jest to jednak zamierzone i wynika z naszych doSwiad-
czen zwigzanych z prowadzonymi wyktadami. Nie jest niczym nadzwyczajnym,
zwlaszcza na kierunkach ekonomicznych, swobodne postugiwanie si¢ pojeciem
estymatora bez chocby poprawnej intuicji tego, czym jest zmienna losowa.
Wychodzac zatem z zatozenia, ze w trakcie wyktadu zamiast dtugo dochodzié,
czy studenci rozumieja podstawowe pojecia, lepiej jest szybko i krotko je wy-
jasni¢, przedstawiamy, na przyktad, w pierwszym rozdziale w sposob intuicyjny
niezb¢dne informacje na temat prawdopodobiefistwa i zbiorow informacji.

W tego typu ksiazce, ktora z zalozenia ma by¢ dostepna dla szerokiego
grona czytelnikow, konieczne sg pewne uproszczenia i odwotania do intuicji.
Kompromis pomigdzy Scistoscig a komunikatywnoScig wydaje nam si¢ niezbed-
ny. Staramy si¢ wigc znalez¢ pewna rownowage. Czasami, kiedy na zatozonym
poziomie zaawansowania nie mozna precyzyjnie wyjasni¢ pewnych subtelnosci,
wolimy o nich nie wspomina¢, niz ryzykowa¢ mato precyzyjne rozwazania.
Zaktadamy bowiem, ze czytelnik zainteresowany giebszymi rozwazaniami
teoretycznymi siegnie po kolejne pozycje z literatury, a czytelnik nakierowany
na zastosowania praktyczne nabierze doSwiadczenia przy samodzielnym pro-
wadzeniu oszacowan. Z modelowaniem jest bowiem tak, jak z ptywaniem. Nie
mozna si¢ tego nauczy¢ ,,na sucho”. Tylko samodzielne szacowanie parametrow
kolejnych modeli (i zastanawianie si¢ nad interpretacja uzyskanych wynikow)
pozwala na zrozumienie zaleznoS$ci wystepujacych pomigedzy zmiennymi i spo-
sobu oddzialywania jednych zmiennych na drugie, czyli po prostu na dobre
zrozumienie mechanizméw modeli.
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Przyjmujemy tez zasade, ze w trakcie lektury czytelnik nabiera doswiadcze-
nia. W zwiazku z tym wyjasnienia w poczatkowych rozdzialach sa doktadniejsze
niz w dalszych. Tempo wyktadu ro$nie a liczba wyjasnianych szczeg6tow maleje
z rozdzialu na rozdziatl.

W rozdziale 1 przedstawiamy podstawowe wiadomos$ci na temat analizy
szeregOw czasowych oraz dokonujemy przegladu tak zwanych faktow empi-
rycznych dotyczacych finansowych szeregow czasowych. Wiasnosci te stanowia
podstawe do konstrukeji i stosowania konkretnych modeli. Z tego powodu
dobre zrozumienie materiatu przedstawionego w tym rozdziale jest bardzo
istotne jako pozwalajace na wyrobienie wiasciwej intuicji.

Rozdziat 2 poSwiecony jest przedstawieniu modeli AR, MA i ARMA.
Ekonometria finansowa koncentruje si¢ przede wszystkim na zaleznoSciach
nieliniowych. Jednak przy stosowaniu wigkszoSci testow wykrywajacych istnie-
nie tych zaleznoSci oraz szacowaniu modeli zmiennosSci istotne znaczenie ma
poprawna specyfikacja Sredniej warunkowe;.

W rozdziale 3 omawiamy ogdlng konstrukcje modelu zmiennosci i wpro-
wadzamy modele ARCH(g) oraz GARCH(p,q). Charakteryzujemy réwniez
rozklady btedu zwykle stosowane w modelach GARCH. Ponadto rozdzial ten
zawiera przeglad testow, ktore mozna wykorzystywac jako narzedzia oceny
dopasowania modelu, oraz miar jakosci prognoz.

Rozdziat 4 zawiera rozwinigcie teorii dotyczacej modeli GARCH stano-
wigcych najpopularniejszg rodzing modeli zmiennoSci. Przedstawiamy kolejne
rozszerzenia i modyfikacje klasycznego modelu GARCH(p,q) oraz ich zasto-
sowania w praktyce modelowania. Prezentujemy tez metody estymacji modeli
GARCH.

W rozdziale 5 zajmujemy si¢ badaniem wystgpowania zaleznosci dtugookre-
sowych w szeregach stop zwrotu z instrumentow finansowych. Przedstawiamy
modele, ktoére moga wychwycic to zjawisko, i omawiamy wybrane testy dtugiej
pamigci i stacjonarnosci.

Rozdzial 6 poswigcony jest tematyce zmiennosSci zrealizowanej stanowigce;j
jeden z glownych w nurtow ekonometrii finansowej. Analizujemy pewne aspekty
teoretyczne i praktyczne tego pojecia i w tym kontekScie rozwazamy problemy
jakoS$ci prognoz zmiennosci oraz adekwatnej miary zmiennosSci.

Bardzo krotki rozdziat 7 zawiera podstawowe informacje o modelach dwuli-
niowych i wyjas$nia ich znaczenie w modelowaniu zaleznoSci nieliniowych.

Rozdziat 8 dotyczy modeli zmiennosci stochastycznej. Zarowno klasa modeli
dwuliniowych, jak i klasa modeli zmiennoSci stochastycznej sa postrzegane
jako konkurencyjne dla modeli GARCH. Jednak, o ile w wypadku modeli
dwuliniowych walka jest przegrana, o tyle modele zmiennoSci stochastycznej
zdobywaja coraz wigksza popularnos¢, przede wszystkim w zastosowaniach
zwigzanych z wyceng instrumentdéw pochodnych.
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Rozdzial 9 jest pierwszym z trzech poswigconych modelowaniu wartoSci
zagrozonej (Value at Risk — VaR). Definiujemy w nim podstawowe pojecia
i omawiamy metode obliczania VaR wykorzystujaca oszacowania zmiennoSci,
a takze przedstawiamy testy pozwalajgce na ocene jakoSci prognoz VaR.

W rozdziale 10 wprowadzamy metode regresji kwantylowej i przedstawiamy
zastosowanie, wywodzacych si¢ z niej modeli CAViaR, do szacowania wartosci
zagrozonej.

Rozdzial 11 zawiera rozwazania na temat modeli przetacznikowych pozwa-
lajacych na modelowanie dynamiki szeregdw czasowych, w sytuacji gdy jest ona
niejednorodna. Omawiamy w nim modele przetacznikowe Hamiltona oraz mo-
dele GARCH z przetaczaniem typu Markowa, a takze, cho¢ mniej doktadnie,
modele wygtadzonego przejscia.

W rozdziale 12 przechodzimy do $§wiata modeli wielowymiarowych i charak-
teryzujemy kilka wybranych typow modeli M-GARCH, zwracajac szczeg6lna
uwage na ich uproszczone wersje, ktére moga by¢ przydatne w zastosowaniach
praktycznych w dynamicznej analizie zaleznoSci wystepujacych pomigdzy in-
strumentami duzych portfeli.

Rozdziat 13 stanowi naturalng kontynuacje rozdziatu 12 i jest poS§wigcony
problemowi szacowania wartoSci zagrozonej dla portfela.

Przedostatni podrozdziat kazdego rozdzialu zawiera prezentacj¢ praktycz-
nego dziatania opisanych w obejmujacym rozdziale metod i modeli. Estymacja
modeli i obliczenia wykonywane sg dla wybranych szeregdw z polskiego rynku
finansowego. W wigkszosci przykladow wystepuja szeregi procentowych loga-
rytmicznych stop zwrotu indeksow WIG 1 WIG20, kursu walutowego USD/
PLN, akcji spétek Agora i PKN Orlen oraz stopy procentowej WIBOR 3M
pochodzace z lat 1995-2003. Szeregi sa zroznicowane i zostaly wybrane tak,
aby mozna bylo na ich przykladzie dobrze zilustrowa¢ praktyczne problemy
pojawiajace si¢ w procesie modelowania. Nie bez znaczenia jest takze to, ze
bardziej szczegdtowa analize wiasnosci tych szeregow mozna znalez¢ we wspo-
mnianej monografii autoroOw niniejszej ksigzki z 2004 roku.

Wszystkie obliczenia przedstawione w ksigzce zostaly wykonane za pomoca
pakietow G@RCH™S5, Time Series Modelling v4.26 i SsfPack dziatajacych
w Srodowisku Ox™ oraz programu MATLAB®.

Koniczace kazdy rozdzial uwagi i komentarze zawieraja odniesienia do lite-
ratury i wskazowki dotyczace Zrodel pozwalajacych na poszerzenie przedstawio-
nych tresci, a czasami jeszcze na pewne spostrzezenia dotyczace dyskusyjnych
aspektow teoretycznych badz praktycznych rozwazanej tematyki. Przedstawiony
tu wybor literatury w zadnym razie nie jest pelny. Wskazane pozycje maja tylko
dac czytelnikowi informacje o ksigzkach i artykutach, w ktérych moze znalez¢é
wiecej wiadomosSci na temat interesujgcych go zagadnieni. ROwniez dane na
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temat prac opisujacych badania odnoszace si¢ do polskiego rynku finansowego
nie sa petne. Chodzilo nam raczej o to, by wskaza¢ grupy badawcze i osoby
zajmujace si¢ w Polsce omawianymi zagadnieniami.

Najwazniejsze szeregi czasowe wykorzystywane w przyktadach empirycz-
nych stanowigcych ilustracje do przedstawianych rozwazan teoretycznych sa
dostepne na stronie internetowej: http://kms.ue.poznan.pl/doman/Modelowa-
nie/Szeregi.zip.

Poniewaz material zawarty w tej ksigzce powstat w ramach wyktadow do
wyboru, nie byloby jej, gdyby nie liczne grupy studentow co roku zglaszajacych
che¢ wystuchania tych wyktadow. Bardzo im dzigkujemy nie tylko za to, ze
wybrali nasze wyktady, ale takze za to, ze przez swoje pytania i watpliwosci
zmuszali nas do ciaglej pracy nad ich trescig. Szczegdlne podzickowania nalezg
si¢ studentom, ktorzy w roku akademickim 2005/2006 studiowali w Akademii
Ekonomicznej w Poznaniu na IV roku specjalnosci cybernetyka ekonomiczna
1wystapili z inicjatywa uruchomienia wyktadow z zakresu modelowania zmien-
nosci i ryzyka.

Zadna ksiazka ani zaden wyktad nie sa doskonate. Uwazny czytelnik zawsze
znajdzie btedy czy usterki. Zapewne niejeden specjalista, przegladajac nasza
ksiazke, pomysli ,,mozna to bylo zrobi¢ lepiej”. Na pewno mozna byto. Dlatego
tez bedziemy wdzieczni czytelnikom za wszelkie uwagi i komentarze, ktore
prosimy nadsyfa¢ na adres: malgorzata.doman@ue.poznan.pl lub rydoman@
amu.edu.pl.
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Empiryczne wiasnosci
finansowych szeregéw czasowych

Gtownym celem analizy finansowych szeregéw czasowych jest stworzenie apa-
ratu teoretycznego i praktycznego wykorzystywanego w dynamicznej wycenie
szeroko rozumianych instrumentdw finansowych (np. papieréw warto$ciowych,
walut obcych, instrumentéw pochodnych, indekséw gietdowych). Szczegdlna
cecha odrozniajaca finansowe szeregi czasowe od innych szeregdéw empirycz-
nych jest niepewno$¢ zawarta nie tylko w danych, ale takze zwigzana z brakiem
jednoznacznego okreslenia uzywanych pojec, np. zmiennosci ceny instrumentu
finansowego, ktdra jest wielkoscia nieobserwowalng bezposrednio. Typowym
dla wiekszosci empirycznych badan w ekonomii problemem powigkszajacym
jeszcze te niepewnos¢ jest konieczno$¢ wnioskowania statystycznego na podsta-
wie jednego tylko szeregu obserwacji, ktory wcale nie musi pochodzi¢ od ciaggu
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie. Zastosowanie analizy szeregow
finansowych w praktyce finansow wymaga czgsto oceny rozktadow warunkowych
tych zmiennych w celu okreslenia, np. jak zmienia si¢ ocena poziomu ryzyka
w zaleznoSci od zmiany w czasie wptywajacych na nie czynnikow.

Podstawowym obiektem badan w analizie finansowych szeregow czasowych
sa szeregi stop zwrotu (stop zmian) cen instrumentdw finansowych. Sa ku temu
powody dwojakiego rodzaju. Pierwszy jest pochodng
tego, ze — z punktu widzenia przecigtnego inwestora  szeregi stop zwrotu
— rynek finansowy moze by¢ traktowany jako bliski do- gfl';'::zb’v';':ﬁ'l‘;‘l’(‘(’)"
skonale konkurencyjnemu, a zatem wielko$¢ inwestycji podstawowy obiekt
nie wplywa na zmiany cen. W konsekwencji stopa zwrotu  padan
nie zalezy od skali i zawiera pelng informacj¢ rozstrzy-
gajaca o podjeciu inwestycji. Drugi powdd jest natury praktycznej i wigze si¢
z tym, ze szeregi stOp zwrotu maja bardziej uzyteczne dla analizy statystycznej
wtlasnoSci niz szeregi cen.

W tym rozdziale, po krétkim omédwieniu wstepnych pojeé, przedstawiamy
podstawowe wtasnosci i zaleznoSci obserwowane w szeregach stop zwrotu
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z instrumentOw finansowych. Znajomos¢ tych faktow jest najwazniejszym
czynnikiem pozwalajacym na konstruowanie i dobor modeli wykorzystywanych
w opisie i wyja$nianiu mechanizméw rynkdw finansowych oraz ich prognozowa-
niu. Wiedzac ze wstepnych analiz, ze w szeregu czasowym wystepuje okreslony
typ zaleznoSci, mozemy to skutecznie wykorzystywa¢ w specyfikacji modelu.

1.1. Procesy stochastyczne i szeregi czasowe

Nasze rozwazania bedziemy prowadzi¢ w ramach pewnego formalnego po-
dejscia, ktore przedstawimy tu na dwa sposoby: intuicyjnie, z mySla o czytel-
nikach, ktorzy nie zaliczyli odpowiednio zaawansowanego kursu z rachunku
prawdopodobienstwa, oraz §ciSle, dla tych, ktorzy sa z ta tematyka bardziej
zaznajomieni.

Bedziemy zaktadac, ze obserwowane w kolejnych odstepach czasu ceny
instrumentow finansowych sa realizacjami zmiennych losowych okre§lonych
na tej samej przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P). Pojecie przestrzeni proba-
bilistycznej wyjasnione jest w tabeli 1.1.

Tabela 1.1. Okreslenie przestrzeni probabilistycznej

Zmienna Wyjasnienie intuicyjne Definicja formalna

Q jest zbiorem ,wszystkich mozliwych stanéw $wiata” (jesli jest zbiorem zdarzen elementar-
myslimy tylko o konkretnym instrumencie finansowym, to Q | nych.
moze by¢ zbiorem jego wszystkich mozliwych cen).

F jest zbiorem rozwazanych zdarzen, czyli zbiorem podzbioréw | jest s-ciatem podzbioréw zbioru Q.
zbioru Q, ktéry musi spetnia¢ pewne naturalne ograniczenia.

P jest funkcja, ktéra zdarzeniom ze zbioru # przyporzadkowuje | 18st o-addytywna miarg probabi-
prawdopodobienstwo ich zaj$cia. listyczna.

Wielkosci obserwowane na rynkach finansowych, np.
ceny instrumentow finansowych czy wielkoS¢ obrotu, sa
zreguly traktowane jako realizacje zmiennych losowych.
Zmienna losowa jest funkcja okreslona na zbiorze wszystkich mozliwych stanow
Swiata Q przyjmujaca wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych R (zmienne losowe
jednowymiarowe) lub zbioru R" (zmienne losowe wielowymiarowe, wektory
losowe). Warto$¢ zmiennej losowej zalezy wigc od zdarzenia elementarnego,
ktore sie zrealizuje, czyli od stanu Swiata, ktory zaistnieje. Zmienng losowa
charakteryzuje jej rozkad prawdopodobienstwa, czyli informacja o tym, z ja-
kim prawdopodobienstwem zmienna losowa przyjmuje wartoSci z przedziatow

definicja zmiennej
losowej
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(w wypadku zmiennej losowej jednowymiarowej) albo z odpowiednich pod-
zbioréw zbioru R” (w wypadku wektora losowego).

Rodzing (X,),., zmiennych losowych okreSlonych na
tej samej przestrzeni probabilistycznej (Q, ¥, P) nazywa
si¢ procesem stochastycznym. Zazwyczaj przyjmuje si¢,
ze zbior indeksow T jest podzbiorem przedziatu, [0,+) i interpretuje si¢ go
jako czas. Gdy zbior T jest przeliczalny, mOwimy, ze rozpatrywany proces jest
procesem z czasem dyskretnym, a gdy T jest przedzialem, mOwimy o procesie
z czasem cigglym. Na proces stochastyczny mozna patrzec jak na odwzorowa-
nie X: TXQ - R, (f,0) = X,(»), takie ze dla dowolnych te T oraz xe R, zbidr
{we Q : X(t,0) <x} nalezy do o-ciala #. Dla ustalonego w,e Q, proces stocha-
styczny X wyznacza odwzorowanie T — R, ¢t — X, (0, ), ktore nazywa si¢ reali-
zacja lub trajektorig procesu X odpowiadajaca zdarzeniu elementarnemu o,.

W ekonometrii finansowej, ale nie tylko, realizacj¢ procesu stochastyczne-
go X, ktdra, gdy T = {1, 2, ...}, jest ciagiem (x,) obserwacji x,, x,, ..., nazywa si¢
szeregiem czasowym i oznacza (x,). Powszechna jest takze konwencja, ktdora
bedzie rOwniez stosowana w tej ksiazce, nazywania szeregiem czasowym, nie
tylko realizacji procesu stochastycznego z czasem dys-
kretnym, ale rowniez samego procesu, w sytuacjach gdy ~ zmienng losowa
nie prowadzi to do nieporozumien. Przy tej konwencji, ~'1® el o

. . oznaczamy tym

proces stochastyczny X oznacza si¢, tak samo jak szereg samym symbolem
czasowy, symbolem (x,), a zmienng losowa X, oznacza
sie, tak jak jej realizacje, symbolem x,.

proces
stochastyczny

1.2. Pojecie stacjonarnosci szeregu czasowego

Jednym z najwazniejszych poje¢ w statystycznej analizie szeregdw czasowych
jest stacjonarnoSc.
Szereg (r,) nazywamy Scile stacjonarnym, jesli dla

kazdego ciagu (¢, t,, ..., ;) indeksow oraz dla kazdej if;?jznarnoéé
liczby catkowitej s taczny rozktad wektora losowego (r, ,
I,» - 1) jest taki sam, jak faczny rozklad wektora (r, ., 7, . -+ 7 1)-

Staba (kowariancyjna) stacjonarnos¢ szeregu (r,)
oznacza, ze zmienne (r,) maja skoficzony drugi moment
(E(r7) <o) oraz E(r,)) =i cov(r,,,) =y (dla dowolnych
indeksow 7 i [. Oznacza to w szczegdlnoSci, ze wszystkie 7, maja t¢ sama skon-
czong wariancje¢ v, a kowariancja miedzy r, i r, zalezy jedynie od | £ — s |.

Opracowano wiele testow stacjonarnosci szeregdw czasowych. Nie bedzie-
my si¢ jednak nimi tu zajmowac, ze wzgledu na to, ze w literaturze finansowe;j

kowariancyjna
stacjonarnosé
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powszechnie przyjmuje si¢ zalozenie, iz stanowigce gléwny przedmiot naszych
badan szeregi (r,), gdzie r, jest stopg zwrotu z instrumentu finansowego, tzn.

r, = ln( £ ), a P, jest ceng instrumentu w momencie ¢, sg stabo stacjonarne.
t—1

1.3. Funkcja autokorelaciji

Rozwazmy stabo stacjonarny szereg czasowy (r,). Funkcja autokorelacji (auto-
correlation function — ACF) przyporzadkowuje liczbie catkowitej / wspolczynnik
korelacji p, migdzy zmiennymir,ir,

_ o Ccov(rohy)  _ cov(nuniy) Y
Jvar(r)var(r,_,) var(r,) Yo

Z definicji tej wynika, ze p,=1, p,=p_,0oraz -1 <p,< 1.
Mowimy, ze w szeregu (7,) nie wystepuje autokorelacja,
jesli p, =1 oraz p, =0 dla wszystkich / > 0.

Szereg czasowy (r,) nazywa si¢ Scistym bialym szumem (strict white noise),
jesli zmienne r, tworzg ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie (independent and identically distributed — iid) ze skoficzona Sred-

nig 1 wariancja. Jesli ponadto zmienne r, maja rozktad
$cisly bialy szum  normalny z zerowa Srednia, to szereg (r,) nazywa si¢
gaussowskim biatym szumem.
Jeslizmienne r, tworza szereg kowariancyjnie stacjonarny
i wartoSci p, funkcji autokorelacji szeregu (r,) sa rOwne
zeru dla wszystkich / > 0, to (r,) nazywa si¢ bialym szu-
mem (white noise).
Dla danego ciggu obserwacji (,)"_,, niech 7 oznacza $rednia z proby, tzn.

P (1.1)

funkcja
autokorelacji ACF

biaty szum

_ I : 3 .
r = —ZF,. Wowczas wspotczynnik autokorelacji z proby z op6znieniem /
t=1
okreS§la si¢ wzorem:
T
> (G =F)(r-T)

~ t=I+1

pr = (1.2)

T
2 =7’
r=1

Przy pewnych ogdlnych zatozeniach, p, jest zgodnym estymatorem wspot-
czynnika autokorelacji p,. Na przyktad, jeSli (r,) jest ciagiem iid, spetniaja-
cym warunek E(r%) < o, to dla dowolnego catkowitego ! > 0, p, ma rozkiad

asymptotycznie normalny ze Srednia 0 i wariancja T Fakt ten moze by¢ wy-
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korzystany w praktyce do testowania hipotezy zerowej
H: p, = 0, przeciw alternatywie H,: p, # 0. Rozktad
statystyki testowej postaci /Tp, jest asymptotycznie
standardowy normalny. Pozwala to wyliczy¢ 95-procentowe przedziaty ufnosci,
ktore na wykresach funkcji autokorelacji z proby w catej ksiazce zaznaczone
sa poziomymi liniami.

Ogc’)h;iej, jesli (r,) jest szeregiem stabo stacjonarnym spelniajacym warunek

hipoteza zerowa
Hy:p,=0

rL=n+ Z\V i€ gdzie y, = 1, a (g) jest gaussowskim biatym szumem, to p, ma

i=0
rozktad asymptotycznie normalny z zerowa Srednig i wariancja 1 1+ 2f‘p,2 }
dlal>gq. r i=1

Wigcej informacji na temat rozktadéw asymptotycznych wspotczynnikdw
autokorelacji z prOby mozna znalez¢ na przyktad w ksigzce Brockwella i Davisa
(1991).

Przy badaniach zaleznoS$ci pomigdzy dwoma r6znymi szeregami r, i s, wy-
znacza si¢ ich korelacje z proby z op6znieniem /. WielkoSci te sa okreSlone
wzorem:

T
D (1 =F)(s,-5)
prs ()= ———1
\/Z(n —7)2\/ (s, —5)°
t=1 1

t=

1.4. Testowanie normalnosci rozktadu

Jedno z pierwszych pytan, ktore stawia si¢ przy analizie wiasnoSci szeregdw
czasowych, dotyczy ich rozktadéw. Diugo przyjmowane, na ogot ze wzgledow
praktycznych, w literaturze finansowej zalozenie, ze szeregi stop zwrotu maja
rozktad normalny, jest zwykle nieprawdziwe. Testowanie normalnosci rozktadu
stop zwrotu jest zwykle tylko formalnoscia, dlatego w badaniach finansowych
stop zwrotu stosuj‘e sic? przeweiir.lie tylkq najprosts;e T e
metody sprawdzania tej wlasnosci. Omawiamy tu dwie  pipoteza zerowa:

z nich: test Jarque’a—Bery i wykres kwantyl-kwantyl.  rozkiad jest
Zalézmy, ze mamy cigg obserwacji (probe) ry, ..., . normalny

1. Test Jarque’a—Bery (1980) (najpopularniejszy test normalnosci) oparty jest
na statystyce:
T 2 T 2
JB; = —bi+—(b,-3 1.
P = T (b,3) (13)

gdzie: b, jest empirycznym wspoiczynnikiem skoSnosci:
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a b, jest kurtoza empiryczna:

kurtoza empiryczna b, =

~
I
—_

Statystyka JB; przy hipotezie zerowej postulujgcej normalno$¢ ma rozktad
asymptotyczny y* (2).

2. Wykres kwantyl-kwantyl (Q-Q plot)
Rozwazmy cigg obserwacji uporzadkowany niemalejaco: 7, <7, < ... <7,

Niech g, bgdzie kwantylem rzedu ( j- ;) / T zmiennej losowej Z majacej
standardowy rozklad normalny, tzn. P(Z<q;)) = ( - ;) / T. Wykres kwan-

tyl-kwantyl dla proby {r,, ...,r;} jest zbiorem I = {(q;,r ;) e R*| j=1, .., T}.

Jesliproba {r,, ..., r;} pochodzi z rozktadu normalnego, to zbiér I' powinien
w przyblizeniu zawierac si¢ w prostej. Fakt ten mozna testowaé, wyznaczajac
wspOtczynnik korelacji z proby dla ciagow (g1, Gy« Giry) 1 Fays Ty -+ Try)
(Johnson i Wichern 1992).

1.5. Procentowe logarytmiczne stopy zwrotu

W dalszym ciagu, czesto zamiast okreSlenia stopa zwrotu (rate of return) be-
dziemy stosowac krotsze i doS¢ powszechnie stosowane w literaturze przed-
miotu okreSlenie zwrot (return). Z powodow gtownie numerycznych (problemy
z dziataniami na liczbach bliskich zeru), wszystkie rozwazane przez nas zwroty
sa procentowymi zwrotami logarytmicznymi, tzn. zwrot za okres od momentu
t — 1 do ¢t okreSlony jest wzorem:

r, =100(InP,-InP_,) (1.4)

gdzie P, oznacza cen¢ instrumentu finansowego w chwili z.
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llustracja 1.1. Dzienne zwroty logarytmiczne indeksu WIG20 w okresie 2.01.1995-6.06.2003

20

5||I|I | 4 P

AL A

1 151 301 451 601 751 901 1051 1201 1351 1501 1651 1801 1951 2101

llustracja 1.2. Dzienne zwroty proste indeksu WIG20 w okresie 2.01.1995-6.06.2003
20

5|||” hl I T

1 101 301 501 701 901 1101 1301 1501 1701 1901 2101

Tak okre§lone zwroty sa powszechnie stosowane w badaniach naukowych
dotyczacych finansowych szeregéw czasowych. Odmienne podejScie obserwuje
si¢ w praktyce bankow, roznych instytucji finansowych i poszczegdlnych in-
westorow, w ktorych czesciej uzywane sag wygodniejsze w analizie portfelowe;j
zwroty proste:
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_b-P

Rt
Py

powody stosowania  Znane s3 liczne argumenty uzasadniajace stosowanie
zwrotdow  zwrotow logarytmicznych w badaniach teoretycznych.
logarytmicznych g 17vsci natury praktycznej sa nastepujace:

* fatwos¢ wyliczania zwrotu za okres dtuzszy przez agregacje zwrotow z pod-
okresow:

A

t—k

nlk] = ln[ )Z Tttt en

* przyjmowanie przez zwrot logarytmiczny wartosci z calej osi rzeczywistej, co
jest istotne, gdy stosujemy w modelowaniu rozkiady prawdopodobienstwa
z nieograniczonym no$nikiem (zwrot prosty przyjmuje wartosci nalezace do
przedziatu [-1,e0));

* lepsze wlasnosci statystyczne;

* proces logarytmu ceny wystepuje czgsto w stochastycznych réwnaniach
rozniczkowych (roéwnaniach dyfuzji), bedacych podstawa modelowania
zmiennosci w warunkach czasu ciggtego.

Jezeli wartoSci bezwzgledne analizowanych zwrotow nie sg zbyt wysokie, to
z rozwiniecia In(1+x) = x — %xz + %xS - %x“ +..., prawdziwego dla |x| < 1,

wynika, ze r6znica miedzy zwrotem logarytmicznym a zwrotem prostym jest
niewielka, przy czym w porOwnaniu z wartosScia bezwzgledng zwrotu prostego,
warto$¢ bezwzgledna zwrotu logarytmicznego jest niedoszacowana w wypadku
zwrotow dodatnich i przeszacowana w wypadku zwrotow ujemnych. Fakt ten
przedstawiajg ilustracje 1.11 1.2.

1.6. Fakty empiryczne

Mowigc ogllnie o wlasnoSciach szeregow zwrotow cen

zroznicowanie  instrumentow finansowych, trzeba mieé¢ $wiadomo§é
c::‘;?:;gw tego, ze material statystyczny, na podstawie, ktorego

w zaleinosciod  formuluje si¢ opinie, jest w istocie bardzo niejednorodny.
segmentu rynku  Nieuniknione jest zroznicowanie charakteru szeregow

w zaleznoSci od segmentu rynku, z ktdrego pochodza. Na

przykiad, zwroty cen akcji majg nieco inne wtasnosci niz zwroty notowan indek-
sow albo zwroty kurséw walutowych. Wiasciwosci szeregu zalezg rowniez od

czestotliwosci obserwacji. Mozna jednak wyrdzni€¢ pewna grupe cech pojawia-
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jacych si¢ w wynikach badan empirycznych, ktore to cechy sa charakterystyczne
dla przewazajacej wigkszosci finansowych szeregdw zwrotdw logarytmicznych.
Prawidtowosci te wychwycone w wyniku analizy statystycznej wskazuja na to,
ze mimo swojej réznorodnosci szeregi zwrotdw finanso-

wych maja istotne cechy wspoOlne. Literatura na temat  stylized facts

tych wlasnosci, noszacych w jezyku angielskim nazwe

stylized facts, jest bogata.

Omowimy obecnie najczesciej opisywane fakty empiryczne. Jako ilustracje
tych faktow podajemy przyktady pochodzace gidéwnie z polskiego rynku finan-
sowego. Sa to zarowno przyktady potwierdzajagce omawiang prawidlowos¢,
jak i $wiadczace o wystepujacych, zwtaszcza na polskim rynku finansowym,
odstgpstwach od niej. Przedstawione tu przyktady dotycza na ogot dziennych
stop zwrotu, ale omawiane wlasnoSci, w mniejszym lub wigkszym stopniu, do-
tycza tez danych o innych czgstotliwoSciach.

1.6.1. Brak autokorelacji

Autokorelacja w szeregach zwrotow jest z reguly statystycznie nieistotna, z wy-
jatkiem zwrotow Sroddziennych, w ktorych zwykle pojawia si¢ ona jako efekt
tzw. mikrostruktury rynku. Na ilustracjach 1.3 i 1.4 przedstawiono przyklady
dotyczace braku autokorelacji.

llustracja 1.3. Brak autokorelacji w szeregach zwrotdéw finansowych. Przyktad potwierdzajgcy
prawidiowos$c: zwroty indeksu WIG20 w okresie 17.11.2000-6.06.2003
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llustracja 1.4. Brak autokorelacji w szeregach zwrotéw finansowych. Przyktad sprzecznosci z reguta:
zwroty indeksu WIG w okresie 2.01.1995-6.06.2003
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1.6.2. Grube ogony rozkladéw i leptokurtoza

Badania empiryczne powszechnie potwierdzaja wystepo-
wanie grubych ogonéw w bezwarunkowych rozktadach
zwrotOw instrumentdw finansowych (ilustracje 1.51 1.6).
Typowe oszacowania kurtozy mieszcza si¢ w granicach
od 4 do 50, co wskazuje na duze odstepstwo od rozkladu normalnego. Indeks
ogona rozktadu rozumiany jako rzad k najwyzszego momentu bezwzglednego,
ktory jest skonczony, lub k = «, gdy wszystkie momenty sa skonczone, przyjmuje
zwykle wartoSci pomiedzy 2 a 5, co wyklucza rozktad normalny.

Grube ogony rozktadow stop zwrotu oznaczaja stosunkowo duze prawdo-
podobiefistwo wystepowania obserwacji ekstremalnych.

grube ogony
rozktadow stop
zwrotu



1.6. Fakty empiryczne 25

llustracja 1.5. Grube ogony rozktaddw i leptokurtoza. Przyktad potwierdzajgcy regute: zwroty
notowan spétki KGHM w okresie 7.01.1997-6.06.2003 (empiryczna kurtoza = 6,5738; empiryczna
skosnosé = 0,2495)
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llustracja 1.6. Wykres kwantyl-kwantyl dla zwrotéw notowan spétki KGHM
w okresie 7.01.1997-6.06.2003

10




26 1. Empiryczne wiasnosci finansowych szeregdw czasowych

llustracja 1.7. Asymetria spadkdéw i wzrostéw. Przykiad zgodno$ci z reguta: zwroty indeksu MIDWIG
w okresie 5.01.1998-6.06.2003
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llustracja 1.8. Asymetria spadkéw i wzrostéw. Przyktad na sprzeczno$c z reguta: zwroty subindeksu
WIG-banki w okresie 4.01.1999-6.06.2003
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1.6.3. Asymetria spadkow i wzrostow

W szeregach notowan akcji i indeksow gietdowych znaczne ruchy w dot czgsto
sa co do wartosci bezwzglednej wigksze niz znaczne wzrosty (ilustracje 1.711.8).
Cecha ta rzadko pojawia sie¢ w szeregach kursow walutowych.

1.6.4. Dazenie do normalnoSci przy agregacji

Przy zwigkszaniu jednostki skali czasowej, wzgledem ktorej obliczane sa zwroty,
rozktad zwrotow upodabnia si¢ do normalnego, a zatem ksztatt rozkladu zalezy
od skali czasowej (ilustracja 1.9).

llustracja 1.9. Dazenie do normalno$ci przy agregacji. Przyktad zgodno$ci z reguta: zwroty pigciomi-
nutowe (a), pigtnastominutowe (b), godzinne (c) i dzienne (d) indeksu WIG20
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llustracja 1.10. Wahliwos¢. Przykfad potwierdzajacy regute: dzienna zmienno$¢ kursu walutowego
USDPLN w okresie 2.01.1995-31.12.2002, wyestymowana za pomocg modelu APARCH.
Widoczne powtarzajace sig okresy podwyzszonej zmiennosci
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llustracja 1.11. Wahliwo$¢. Przyktad niezgodnosci z reguta: dzienna zmienno$¢ kursu walutowego
USDEUR w okresie 12.04.2000-7.03.2003, wyestymowana za pomocg modelu SV
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1.6.5. Wahliwo$¢é zmiennoSci

Zwroty wykazuja — niezaleznie od skali czasu — wysoki poziom wahliwoSci
(ilustracje 1.101 1.11). Przejawia si¢ on np. w tym, zZe w szeregach zmiennosci,
bez wzgledu na przyjety sposob jej estymowania, pojawiajg sie okresy znacznie
podwyzszonego jej poziomu.

1.6.6. Zgrupowania zmiennosci

Po duzych ruchach cen wystepuja czesto duze zmiany T

i podobnie po maltych mafe. Niezaleznie od stosowanej  ;miennoéci
miary zmienno§$ci charakterystyczne dla szeregéw zwro- ~ a wystepowanie
tow jest wystepowanie okresow podwyzszonej zmienno- ~ dodatniej
Sci, po ktorych nastepuja okresy zmiennoéci obnizonej S:tsoz':r’;;':;':
(ilustracja 1.12). Jest to zwigzane z dodatnig autokore-  ,iennodei
lacja wystepujaca w szeregach zmiennosci i uwidacznia

sie w postaci zgrupowan zmiennoSci (volatility clusters).

llustracja 1.12. Zwroty logarytmiczne indeksu WIG w okresie 2.01.1995-6.06.2003
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1.6.7. Powracanie zmiennosci do Sredniej

Czasami formuluje si¢ przekonanie, ze po okresie podwyzszonej zmiennosci
nastepuje jej powrdt do pewnego ,,normalnego” poziomu oraz ze podobny
powrot wystepuje po okresie zanizonej zmiennoSci. W dtugim okresie zmien-
no$¢ powinna powraca¢ do okreslonego Sredniego poziomu. Uwaza si¢, ze
jest to charakterystyczna cecha zmiennoSci, aczkolwiek nie jest jasne, jaki jest
ten ,,normalny” poziom ani czy jest on staly w czasie i nie zalezy od zmian
instytucjonalnych.

1.6.8. Grube ogony rozkladéw warunkowych

Rozktady warunkowe zwrotdéw rowniez cechujg sie grubymi ogonami. Wiasno§¢
ta nie zanika zupetnie nawet po modyfikacji szeregu uwzgledniajacej zgrupo-
wania zmiennosci, np. przez zastosowanie modeli typu GARCH. Szeregi reszt
tych modeli nadal wykazuja grube ogony (w nieco mniejszym stopniu).

1.6.9. Powolne zanikanie autokorelacji w szeregach zwrotow bezwzglednych

Autokorelacja z proby w szeregach wartoSci bezwzglednych stop zwrotu za-
nika wolno, w tempie funkcji potegowej o wykladniku od okoto -0,2 do —0,6
(ilustracja 1.13). Czesto uznaje si¢ to za oznake wystepowania zaleznoSci
dtugoterminowe;.

llustracja 1.13. Powolne zanikanie autokorelacji w szeregach zwrotéw bezwzglednych. Funkcja
autokorelacji z préby dla zwrotéw bezwzglednych indeksu WIG maleje w tempie funkcji potegowej
o wyktadniku okoto —0,58

1

0,9

0,8

0,7

0,6
y = 0,59x 0584

0,5

0,4

0,3

0,2

01 M/\ N —

n \4 oA A/ \/\/_\J\/\ ] —
o V \4 YN NSV 4

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96 101




1.6. Fakty empiryczne 31

1.6.10. Efekt dzwigni

Zmiennos$¢ w wypadku wiekszoSci stosowanych miar jest ujemnie skorelowana
z wielkoScig zwrotu (ilustracje 1.14 1 1.15).

llustracja 1.14. Efekt dzwigni. Przykiad sprzeczno$ci z reguta: wykresy punktowe zmiennosci
wyestymowanej za pomocg modelu GARCH i zwrotéw dla kursu EUR/PLN. OpdzZnienia dla zwrotéw
zmieniajg sie od 0 do 9. Okres 16.05.1995-30.05.2003. Matym bezwzglednym warto$ciom zwrotéw
odpowiada mata zmienno$¢, a duzym — duza. Brak ujemnej korelacji migdzy zwrotami a zmienno$cia

zwrot

zmiennosc

llustracja 1.15. Efekt dzwigni. Przykiad zgodnosci z regutg: Mostostal. Ujemne korelacje migdzy
zmienno$cig wyestymowang za pomocg modelu GARCH a wielko$cig zwrotu. Okres 04.05.1995—
6.06.2003. Korelacje pomiedzy wolumenem a opdznionym zwrotem (jasne stupki), korelacje pomie-
dzy zwrotem a opdznionym wolumenem (ciemne stupki). Na osi poziomej liczby opéznien
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llustracja 1.16. Korelacja migdzy zmienno$cia a wielkoscig obrotu. Przykiad zgodno$ci z reguta:
Mostostal. Dodatnie korelacje migdzy zmiennos$cig wyestymowang za pomocg modelu GARCH

a wielkoscig wolumenu obrotu. Okres 4.05.1995-6.06.2003. Korelacje pomiedzy wolumenem

a op6zniong zmiennoscig (ciemne stupki), korelacje pomigdzy zmienno$cig a opdznionym wolume-
nem (jasne stupki). Na osi poziomej liczby op6znien
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llustracja 1.17. Korelacja migdzy zmiennos$cia a wielko$cig obrotu. WIG. Stosunkowo staby zwiazek
migdzy zmienno$cig wyestymowang za pomocg modelu GARCH a wielko$cig wolumenu obrotu. Okres
2.01.1995-6.06.2003. Korelacje pomigdzy wolumenem a opézniong zmienno$cig (jasne stupki), korelacje
pomigdzy zmienno$cia a opdznionym wolumenem (ciemne stupki). Na osi poziomej liczby opéznien
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