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Przedmowa

Czlowiek zajmujacy sie fizykg materii, na przyklad optyka molekularng czy
fizykg ciala stalego, niemal automatycznie analizuje symetrie badanych przez
siebie obiektow. Bo na przyktad:

* Od symetrii czasteczki zalezy, czy ma ona moment dipolowy. A to ma
istotny wplyw na to, jaka jest przenikalno$¢ elektryczna zlozonej z tych
czasteczek substancji.

* Od symetrii czasteczek w wodnych roztworach substancji organicznych
zalezy, czy skrecaja one plaszczyzne polaryzacji przechodzacego przez
osrodek $wiatlal.

* Symetria krysztalu o wiazaniach jonowych lub spolaryzowanych decyduje
o tym, czy ma on wlasciwosci piezoelektryczne.

* Jezeli wbudowac atom grupy d (jak chrom) w przezroczysty krysztal o wia-
zaniu jonowym (na przykiad korund Al,O;), atomowe stany d ulegaja
rozszczepieniu, ktére zalezy od symetrii otoczenia tego atomu. Przejscia
pomiedzy powstalymi w ten sposéb stanami prowadza do pojawienia si¢
zabarwienia (korund domieszkowany chromem to rubin).

Przyklady mozna by mnozy¢ w nieskonczonosé.

W gruncie rzeczy jest az dziwne, jak niewiele z tej tematyki znajduje sie
w nauczaniu szkolnym i w ramach pierwszego stopnia typowego kursu fizyki.

W programie szkoly $redniej problemy symetrii stanowig zupelny margines.
Pewne elementy pojawiaja si¢ w matematyce, w ramach planimetrii i stereome-
trii — zwykle jednak bez zadnego nawigzania do fizyki. W chemii méwi sie troche
o symetrii czasteczek, na przyklad przy rozwazaniu ich momentéw dipolowych
czy skrecania plaszczyzny polaryzacji przez roztwory zwigzkéw organicznych.
O przykiadach tych méwiliémy juz wyzej. Trudno wskazaé natomiast, gdzie
tematyka ta omawiana bylaby szerzej w programie fizyki. Dlatego dla studentéw
rozpoczynajacych studia fizyki problematyka symetrii jest niemal zupelnie obca.

1 Obserwacje skrecenia plaszczyzny polaryzacji przez roztwory réznych odmian kwasu wino-
wego doprowadzily chemika Ludwika Pasteura do tego, ze zajal si¢ badaniami bakterii. Konse-
kwencje tej decyzji sa ogdlnie znane!
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Zagadnienia symetrii pojawiajg sie oczywiscie stale w typowym kursie fizyki
pierwszych lat studiéw. Na przyktad w mechanice - przy omawianiu momentu bez-
wladnosci bryl sztywnych. W elektromagnetyzmie — przy rozwazaniu pél uktadéw
tadunkéw. W optyce — przy omawianiu dyfrakcji na otworach czy zjawiska dwdj-
tomnosci. Sladowo — w elementach mechaniki kwantowej (cho¢ znany podrecznik
Landaua i Lifszyca po$wiecal im caly rozdzial). Szerzej — we wstepie do optyki
ifizyki ciata statego. W tych przedmiotach czesto symetrii poswieca sie kilka wykta-
déw wprowadzajacych2. Wszystko to sg jednak watki stabo ze soba powigzane.

Problematyka symetrii niemal nie pojawia si¢ w matematyce pierwszych
dwoch lat studiow. Na Wydziale Fizyki UW, na trzecim roku, wéréd przedmio-
téw do wyboru, istnieje wyktad teorii grup. Jest on jednak prowadzony na bardzo
wysokim poziomie abstrakcji, a przez to moze by¢ trudny dla wielu studentéow
bardziej zainteresowanych fizyka do$wiadczalna.

Omawiana ksigzka ma stanowi¢ rodzaj ,,pomostu” pomiedzy wiedza wynie-
siong przez studentdéw ze szkoly $redniej i dwodch pierwszych lat studiow,
a zaawansowanym i sformalizowanym wykladem teorii grup. Nie jest to pod-
recznik — cho¢by dlatego, Ze na naszym wydziale nie ma wykladu o tej tematyce.
Powstala na bazie wykladu monograficznego, ktéry autor prowadzil wiele lat
temu na Uniwersytecie Slaskim, dla studentéw trzeciego roku i wyzszych lat.
Stad pewna dowolno$¢ w ujeciu materialu. Czesto zagadnienia nie sg omawiane
w pelnej ogdlnosci, ale ograniczajg sie do prostych przykladéw, pozwalajacych
jednak uchwyci¢ istote zagadnienia. Autor chcialby przede wszystkim, aby Czy-
telnik poznal pewien sposéb patrzenia na rzeczywisto$¢ fizyczna, powszechnie
stosowany w fizyce materii.

Problematyka symetrii w fizyce jest niezmiernie rozlegta. W tej ksiazce zaj-
miemy si¢ przede wszystkim geometrycznymi symetriami tworéw skonczonych,
takich jak czasteczki chemiczne. Omawiaé bedziemy niemal wyltacznie:

- symetrie punktowe, czyli zachowujace co najmniej jeden punkt rozwaza-

nego obiektu;

- uklady, ktére maja skonczong liczbe przeksztalcen symetrii.

W zasadzie zaklada sie, ze czytelnik zna material w zakresie pierwszych
dwoch lat studiow:

- z matematyki, to znaczy rachunek rézniczkowy, algebre i geometrie ana-

lityczna;

- z fizyki — mechanike, elektromagnetyzm, optyke i elementy mechaniki

kwantowe;j.

Cze$¢ I ksiazki ma tytul W swiecie geometrii elementarnej. Do jej zrozumienia
w zasadzie wystarczy znajomo$¢ matematyki i fizyki ze szkoly $redniej. Wyjatek
stanowig ilo$ciowe rozwazania dotyczace symetrii obrazéw dyfrakcyjnych oparte
na wiadomodciach z drugiego roku studiéw. W czesci tej omawia sie:

2 Takie rozwiazanie zostato zastosowane na przyktad w podreczniku Pawla Kowalczyka Fizyka
czasteczek.
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— ogolne wlasciwosci izometrii w dwoch i trzech wymiarach;
— przeksztalcenia symetrii obiektéw plaskich i przestrzennych;
— najprostsze zastosowania wlasciwosci symetrii do zagadnien fizycznych:
wspomniane wyzej obrazy dyfrakcyjne i momenty dipolowe czasteczek.
W tej czeéci wprowadza sie takze pojecie grupy przeksztalcen.

Czes¢ 1I zostala nazwana W swiecie geometrii analitycznej. Zgodnie z tytulem
wykorzystuje ona material z algebry i geometrii analitycznej z dwoch pierwszych
lat typowych studiow fizyki. W tej czesci omawia sie:

— ogolne wlasciwosci macierzy izometrii w dwoch i trzech wymiarach;

- macierze symetrii w dwoch i trzech wymiarach;

- typowe zastosowania fizyczne, na przyklad symetrie tensora polaryzowal-

nosci czasteczek.
W tej czesci pojawia si¢ pojecie reprezentacji macierzowej grupy symetrii.

Cze$¢ III ma tytul W swiecie reprezentacji. W niej:

- pojecie reprezentacji grupy omawia sie na prostym przykladzie - fal stojg-
cych na membranie kwadratowej;

- omawia si¢ inne przykiady reprezentacji grup, a w szczegdlno$ci wzmian-
kuje sie o relacjach ortogonalnosci;

- omawia sie wybrane zastosowania: male drgania klasycznych ukladéw
oddziatujgcych mas i wlasciwosci prostych zwigzanych stanéw elektrono-

wych.






Wstep

Kiedy méwimy o symetrii w jezyku potocznym, najczesciej myslimy o syme-
trii zwierciadlanej, ktéra ma na przykiad fiolek czy tréjkat rownoramienny
(rys. W.2a, W.6a). Wiele obiektow, z ktérymi sie stale stykamy, ma jednak
takze inne i bogatsze symetrie. Patrzymy na to z réznych punktéw widzenia —
zaleznych od naszych zainteresowan.

1) Dla plastyka symetria stanowi podstawe klasyfikacji ornamentéw, plaskich
lub przestrzennych.

Rys. W.1. Ornamenty:
a) symetria odbiciowa,
b) symetria trzykrotna,
c) symetria dwunastokrotna

2) Dla biologa symetria moze stanowic istotny element systematyki organizméw
zywych. Na przykiad:
a) Rosliny jednoliscienne majg najczesciej kwiaty o symetrii trzykrotnej,
a rodliny dwuli$cienne kwiaty o symetrii grzbiecistej (jak fiolek) oraz
cztero- i pigciokrotnej (jak bez czy jaskier).

Rys. W.2. Kwiaty:

a) symetria grzbiecista,
b) symetria trzykrotna,
) symetria czterokrotna,
d) symetria pieciokrotna
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b) Kregowce - jak my sami — maja na ogoél co najwyzej jedng zwierciadlana
plaszczyzne symetrii. Natomiast meduza ma symetrie czterokrotna,
a wiele szkartupni, jak jezowce czy rozgwiazdy, ma ciala o pieknej symetrii
pieciokrotne;j.

a) & Rys. W.3. Zwierzeta:
17%  a) symetria odbiciowa,
b) symetria czterokrotna,

) symetria pieciokrotna

3) Fizykéw, chemikéw i mineralogéw interesujg makroskopowe symetrie krysz-
taléw i ich zwiazek z mikroskopowa atomowa budowa substancji.

Rys. W.4. Krysztaly:

a) monokrysztal NaCl,

b) sie¢ krystaliczna NaCl,

c) domieszka w krysztale NaCl

4) Dla chemikéw i fizykow ciekawe sa symetrie czgsteczek chemicznych.

2) "{ b) <) Rys. W.5. Czasteczki chemiczne:
> a) benzen CgHg,
) ‘ b) metan CH,,
J ¢) jon kompleksowy [FeF]3-
S
J <

5) W matematyce problemy symetrii pojawiajg sie co najmniej w dwéch dzialach:
a) geometrii — planimetrii i stereometrii (zalgebraizowany opis tych zagad-
nien jest czedcia geometrii analitycznej),
b) teorii grup.

a) b) ) Rys. W.6. Figury plaskie:
a) trojkat rbwnoramienny,
b) kwadrat,

¢) pieciokat foremny
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) Rys. W.7. Bryly:
a) czworoscian,
b) sze$cian,

¢) o$mioS$cian

a) b) ‘
N

Tytul tej ksiazki jest troch¢ ,na wyrost”. Zgodnie z nim interesowaé nas
bedzie przede wszystkim symetria w fizyce materii. Jest to jednak problema-
tyka niezmiernie rozlegla. Tutaj zajmiemy si¢ przede wszystkim geometrycznymi
symetriami twordw skonczonych, takich jak czasteczki chemiczne. Omawiaé
bedziemy niemal wytacznie:

- symetrie punktowe, czyli zachowujace co najmniej jeden punkt rozwaza-

nego obiektu;

— uklady, ktére majg skonczona liczbe przeksztalcen symetrii.

Ksigzka ta nie jest podrecznikiem i nie jest jej celem systematyczne przed-
stawienie materiatu. Autor chciatby jedynie, aby Czytelnik poznal pewien sposéb
patrzenia na rzeczywisto$¢ fizyczna, powszechnie stosowany w fizyce materii.

Rysunki w tej ksigzce sg czarno-biate. Autor bardzo zachgca Czytelnika, aby
czytajac tekst drukowany zagladat do kolorowych komputerowych prezentacji,
zamieszczonych na stronie www.wuw.pl/product-pol-5998. Na tej samej stronie
mozna obejrze¢ takze animacje drgain membran.






CZESC I

W Swiecie geometrii elementarnej






1. Izometrie w dwéch wymiarach

1.1. Wstep

Kiedy w jezyku potocznym méwimy, ze jakis$ obiekt jest symetryczny, my$limy
zwykle o symetrii! odbicia zwierciadlanego. Taka symetri¢ ma wiele kwiatéw, na
przyklad fiolek, o czym wspominaliSmy juz we wstepie (rys. 1.1).

W przypadku dziet architektury czy
kwiatéw symetria ta nie jest idealna. Jezeli
przyjrzeé sie portalowi katedry, zobaczymy,
ze figury $wietych po prawej stronie nie
sa idealnym odbiciem posagéw ze strony
lewej (rys. 1.3). Podobne réznice wystepuja
w przypadku realnego kwiatu czy ludzkiej
twarzy. My takie réznice bedziemy zaniedby-
wac i mysle¢ o symetriach idealnych, takich
jak symetrie figur matematycznych. Symetrie
odbiciowa ma na przyklad tréjkat réwnora-
mienny (rys. 1.2).

Rys. 1.1. Fiolek ma symetrie zwierciadlang
wzgledem plaszczyzny pionowej

Rys. 1.2. Tréjkat réwnoramienny ma symetrie
zwierciadlang wzgledem linii pionowej

Rys. 1.3. Symetria portalu katedry
nie jest idealna

1 Symetria po grecku oznacza dostownie wspéimiernosé¢; sym — wspoét, metron — miara.
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1.2. Izometrie w dwéch wymiarach
w geometrii elementarnej

Definicja izometrii

W geometrii elementarnej omawia si¢ przeksztalcenia figur ptaskich zwane
izometriami? (patrz np. [5]). Z definicji sa to przeksztalcenia, ktére zachowujg
odleglosci pomiedzy punktami figury. Na przyktad po przeksztalceniu trojkata
uzyskujemy tréjkat przystajacy (rys. 1.4). Przeksztalcenia tego typu moga by¢
dwoch rodzajow:

1) Zachowuja orientacje plaszczyzny, jak przeksztalcenie tréjkata ABC

w trojkat A'B'C’. W obu tych tréjkatach obiegi wskazane przez strzalki sa
zgodne z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

2) Zmieniajg orientacj¢ plaszczyzny, jak przeksztalcenie tréjkata ABC w troj-
kat A"B"C". W tym ostatnim trojkacie strzalki wskazuja obieg przeciwny
do kierunku ruchu wskazéwek zegara.

B’ Rys. 1.4. Dwa rodzaje izometrii

B A, BH

C!

CII ‘
A C AH

Poniewaz izometrie przeksztalcaja figury w figury do nich przystajace,
w przypadku wielokatéw zachowuja nie tylko dlugosci bokéw, ale i wartosci
bezwzgledne katéw pomiedzy nimi.

1) Jezeli orientacja przestrzeni jest zachowana, katy pozostajg niezmienione.

2) Jezeli orientacja przestrzeni zostaje odwrdcona, katy zmieniajg znaki.

Podstawowe typy izometrii

W dwoch wymiarach wyrézniamy trzy
podstawowe rodzaje izometrii:

1) przesuniecia’,

2) obroty,

3) odbicia zwierciadlane?,

4) wspomnimy takze o inwersji wzgle-

dem punktu. P

Przypomnijmy je krétko po kolei.

Rys. 1.5. Przesunigcie

2 Nazwa pochodzi z greki: izos — réwny, metron — miara.
3 Przesuniecie nazywamy tez translacja; tacinskie translatio — przeniesienie.
4 Symetrie odbiciowa w dwdch wymiarach nazywa sie takze symetrig osiows.
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Przesuniecie

Przesunigcie polega na tym, ze kazdy punkt przeksztalconej figury zostat
przemieszczony w tym samym kierunku, z tym samym zwrotem i o t¢ sama odle-
glod¢. Przedstawia to rysunek 1.5. Obrazem punktu P jest punkt P’, przesuniety
o odcinek wskazany strzatka.

W tej ksigzce przesunieciami praktycznie nie bedziemy sie zajmowac.
Bedziemy sie ogranicza¢ niemal wylacznie do izometrii zachowujacych co naj-
mniej jeden ustalony punkt w przestrzeni, czyli do izometrii punktowych.
Jezeli w dalszym ciggu ksiazki bedziemy uzywac nazwy ,izometria” bez dodat-
kowego objasnienia, bedziemy mysle¢ o przeksztalceniach tego rodzaju.

Obrot

Obrotem wzgledem punktu O o kat a nazywamy przeksztalcenie, ktére punk-
towi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.6)

— P’ lezy na prostej OP’, ktéra z prosta OP tworzy kat a. Przyjmuje si¢ kon-
wengcje, ze kat a jest dodatni, jezeli obrot zachodzi przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara.

— diugos¢ odcinka OP’ jest réwna dlugosci odcinka OP.

/\ Rys. 1.6. Obrot

P P 0 P’

Rys. 1.7. Odbicie
zwierciadlane L

()

W tej ksigzce na oznaczenie obrotu o kat o uzywaé bedziemy symbolu C(a).

Jezeli nastepuje obrét o kat ZTR, gdzie n jest liczba naturalng, uzywaé bedziemy
oznaczenia C,.

Zauwazmy, ze dowolny obrét w plaszczyZnie mozemy interpretowad jako
obrot wzgledem osi do tej plaszczyzny prostopadlej. Inna jest sytuacja w przy-
padku obrotéw w przestrzeni, ktére mogg by¢ dokonywane wzgledem osi zorien-
towanych dowolnie. Powrécimy do tej sprawy w podrozdziale 4.1.

Odbicie zwierciadlane

Odbiciem zwierciadlanym figury wzgledem linii L nazywamy przeksztalcenie,
ktére punktowi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.7):
— P’ lezy na prostej przechodzacej przez punkt P i prostopadlej do linii L.
Prosta ta przecina prosta L w punkcie O.
— Dtlugos¢ odcinka OP’ jest réwna diugosci odcinka OP.
Odbicie zwierciadlane bedziemy oznacza¢ symbolem o.
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Odbicia moga by¢ dokonywane wzgledem dowolnie zorientowanej linii L.
Aby to doprecyzowaé, bedziemy podawac¢ wersor prostopadly do tej linii: 5.
Bedziemy wiec uzywaé w zasadzie oznaczenia 4(5). Notacja taka jest jednak
doé¢ uciazliwa. Jezeli bedziemy mieli do czynienia na raz tylko z kilku réz-
nymi odbiciami, bedziemy je po prostu numerowaé, piszac: a,, o, ... (patrz np.
podrozdzial 2.1).

Inwersja

Inwersjas figury wzgledem punktu O nazywamy przeksztalcenie, ktére punk-
towi P przypisuje punkt P’ (rys. 1.8a):

— P’ lezy na prostej przechodzacej przez punkt P i punkt O.

— dlugos¢ odcinka OP’ jest rowna dtugosci odcinka OP.

Inwersje bedziemy oznacza¢ symbolem i.

a) P b) P Rys. 1.8. a) Inwersja.
b) Inwersja w dwéch
) wymiarth jest rownowazna
0 T obrotowi o 180
P’ P’

Z rysunku 1.8b wida¢, ze w dwoch wymiarach inwersja jest tozsamo$ciowo
réowna obrotowi o kat 180° czyli o n. Inaczej jest w trzech wymiarach. Wrécimy
do tej sprawy w podrozdziale 4.1.

Tozsamos$¢

»,Do kompletu” wprowadza sie jeszcze pojecie tozsamosci, ktéra odpowiada
przeksztalceniu figury w sama siebie. Tozsamos¢ bedziemy oznaczaé¢ symbolem e.

1.3. Skiadanie izometrii

Zlozenie dwodch izometrii jest tez izometria, bo kazda z operacji sktadowych
zachowuje odleglosci pomiedzy punktami figury. Przypu$émy, ze najpierw doko-
nali$my izometrii a, a potem izometrii b. Zlozenie tych dwoch przeksztalcen
symetrii daje w wyniku izometrie ¢. Zapisujemy to:

¢ = ba. (1.1)

5 Nazwa pochodzi z laciny: inversio — odwrécenie. Przeksztalcenie to nazywa sig takze syme-
triag $rodkowa. W geometrii wprowadza sie poza tym inwersje wzgledem okregu (patrz np. [20]).
Tego typu przeksztalcenie nie jest izometria, nie bedziemy si¢ nim zajmowac.
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Zgodnie z przyjeta ogoélnie konwencjg pierw-
sza operacja zapisana jest po prawej, a druga po
lewej. Wygoda takiego zapisu wyjasni si¢ w dal-

szym ciagu ksigzki.

Mozna oczywiscie podobnie sklada¢ wiecej B
niz dwie izometrie, co wielokrotnie bedziemy } \
robi¢ w dalszym ciagu ksigzki. .

Jezeli sktadamy ze soba kilka identycznych 0
izometrii, uzywamy symboli analogicznych do Rys. 1.9. Ztozenie dwéch obrotéw
zwyklego potegowania:

aa = a2, (1.2)

aaa = a3 itp. (1.3)

Zlozenie kilku obrotow

1) Zlozenie dwoéch obrotéw wzgledem punktu, odpowiednio o katy o i f,
jest takze obrotem: o kat réwny sumie katéw, czyli o a + f. Przedstawia
to rysunek 1.9.

2) Zlozenie obrotéow o katy a i f = — a jest operacjg tozsamosciows e.

3) n-krotnie powtorzony obrot o - kata petnego daje kat peiny, czyli trans-
formacje tozsamos$ciowa. Zatem

(Cn)n = e (14)

Zlozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych

Rozpatrzmy zlozenie dwoch odbi¢ zwierciadlanych: ¢, wzgledem linii L, i o,
wzgledem linii L,. Linie L, i L, tworzg ze sobg kat y. Zlozenie to jest obrotem
o kat 2y.

Przedstawia to rysunek 1.10. Na rysunku tym kat pomiedzy liniami odbi¢
jest rowny y = a + . Trojkaty PQO i P'QO sg przystajace. Przystajace sg
takze tréjkaty P'Q'O i P"Q'O. Z rysunku wida¢é, ze punkt P zostal obrécony
wzgledem punktu O o kat 2a + 28 = 2y. Zatem

0,0, = C(2y). (1.5)

Dwukrotne powtérzenie tego samego
odbicia daje operacje tozsamosciowa e, czyli

o6 = 62 = e. (1.6)

Wynika to tez ze wzoru (1.5): Jezeli kat
y pomiedzy liniami L; i L, jest rbwny zeru,
toi2y = 0, a obrét o kat zerowy jest toz-
samoscig.

Rys. 1.10. Ztozenie dwoch odbié
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Zlozenie izometrii nie zawsze jest przemienne
Operacja zlozenia izometrii na ogél nie jest przemienna, czyli moze zachodzié
ba # ab. (1.7)

Nie jest na ogoél przemienne skladanie dwdch odbi¢ zwierciadlanych (rys.
1.11). Na rysunku tym kat miedzy liniami L, i L, jest réwny y (por. rys. 1.10).

L, L,
"” P'
P4——- L1 Ll
< P P'e P

Rys. 1.11. Sktadanie odbié¢
\ zwierciadlanych nie jest
p na ogél przemienne

a) wykonanie najpierw odbicia wzgledem linii L, a potem wzgledem linii L,
daje obrét o kat +2y

o,0; = C(2y), (1.8)

b) wykonanie najpierw odbicia wzgledem linii L,, a potem wzgledem linii L,
daje obrét o kat -2y

o0, = C(-2y). (1.9)

Przemienne jest natomiast zlozenie odbi¢ wzgledem dwoch linii prostopad-
tych, czyli dla kata y = % Wtedy 2y = &, a obrét o + 7 jest rownowazny obrotowi
o —m (rys. 1.12).

P’ P P

V.
P P i Rys. 1.12. Sktadanie odbi¢
wzgledem linii prostopadlych
jest przemienne

Zlozenie obrotu o kat a i odbicia zwierciadlanego takze zalezy od kolejnosci
wykonania tych operacji (rys. 1.13).
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P P’

0 o Rys. 1.13. Zlozenie obrotu
i odbicia zwierciadlanego
nie jest na ogét przemienne

Przemienne jest natomiast ztozenie odbicia i obrotu o kat n (rys. 1.14).

PH

»! pr Rys. 1.14. Ztozenie obrotu
P P 14. Zlozenie ob;
o kat = i odbicia zwierciadlanego

jest przemienne

Omowione cechy przemiennosci skiadania izometrii bedgq mialy istotne
znaczenie na przyklad przy omawianiu symetrii prostokata czy rombu (podroz-
dzial 2.8).

Izometrie odwrotne

Do kazdej izometrii a mozna dobra¢ izometrie b, ktéra zlozona z izometria
a daje tozsamo$¢. Taka izometrie¢ nazywamy izometria odwrotng do a i ozna-
czamy symbolem a-l. Zapisujemy to:

ala =aal =e. (1.10)
1) Izometria odwrotng do obrotu o kat a jest obrét o kat —a:
C(a)! = C(-a). (1.11)

2) Obrét o kat m jest rbwnowazny obrotowi o kat —m. Zatem izometrig
odwrotna do obrotu o kat w, czyli C, = i jest tez obrét o kat =, czyli C, = i:

Ci =e (1.12)
2 =e. (1.13)

3) Izometrig odwrotna do odbicia ¢ jest to samo odbicie &, bo 66 = e.
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1.4. Wynik zlozenia izometrii w dwéch wymiarach

Zaréwno obroty wokél okreslonego punktu O, jak i odbicia wzgledem linii
przechodzacych przez ten punkt zachowuja odleglosci punktéw od punktu O.
Zatem przeksztalcajg okrag o $rodku w O w samego siebie. Mozna wiec wybra¢
dwa punkty przeksztalcanej figury A i B, ktére znajduja si¢ na okregu tego
rodzaju. Po dokonaniu dowolnej liczby przeksztalcen uzyska si¢ pare punktéw
figury przeksztalconej, ktére sg obrazami punktéw A i B. Punkty te lezg na tym
samym okregu, co punkty A i B. Sa przy tym tylko dwie mozliwosci (rys. 1.15):

1) Orientacja nowych punktéw A;, B; jest wzgledem okregu identyczna jak
punktéw A i B. Wtedy pare punktéw A, B mozna przeksztalci¢ w A;, B;
jednym obrotem.

2) Orientacja nowych punktéw A,, B, jest wzgledem okregu przeciwna niz
punktéw A i B. Wtedy pare punktéw A, B mozna przeksztalci¢ w A,, B,
jednym odbiciem.

Zatem wynik dowolnej liczby punktowych operacji symetrii w dwéch wymia-

rach da si¢ przedstawi¢ jako jedna operacja tego rodzaju.

Rys. 1.15. Wynik przeksztalcen symetrii.
Szczegdly w tekscie

1.5. Izometrie sprzezone

Wprowadzenie

Niektore z rozwazanych przez nas operacji symetrii sg do siebie ,,podobne”.
Czujemy, ze na przyklad:
- odbicie zwierciadlane wzgledem linii L, jest ,,podobne” do odbicia wzgle-
dem linii L,
— obrét o kat 90° jest ,,podobny” do obrotu o -90° itp.
Sprobujmy sformutowaé to bardziej precyzyjnie.

Przykeap 1
Jezeli chcemy w dwoch wymiarach dokona¢ odbicia jakiej$ figury wzgledem
linii L, (pozioma strzatka), mozemy to zrobi¢ w sposéb bardziej skomplikowany
(rys. 1.16):
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pl p pL: L Lop
Pz P2
9 9 L ]
L1 Ll L] L]
P3 P3

Rys. 1.16. Odbicie wzgledem osi 2 jako zlozenie trzech operacji

1) Najpierw obroci¢ figure o kat -90°, czyli dokona¢ transformacji C;, ktéra
jest transformacja odwrotna wzgledem C, (fuk w prawo).

2) Nastepnie odbi¢ figure wzgledem linii L, (pionowa strzatka).

3) Na koncu obroci¢ uzyskang figure o kat +90°, czyli dokona¢ transformacji
C, (luk w lewo).

PrzykiaD 2
Podobnie obréci¢ figure o -90° mozemy nastepujaco (rys. 1.17):

Py P,

Rys. 1.17. Obrét o -90° jako zlozenie trzech operacji

1) Odbi¢ ja wzgledem osi L (pozioma strzatka w lewo).
2) Obréci¢ o kat +90° (tuk).
3) Ponownie odbi¢ wzgledem osi L (pozioma strzatka w prawo).
Izometrie sprzezone
Jezeli izometria ¢ da sie przedstawié przez izometrie a i b w postaci
¢ = bab}, (1.14)
moéwimy, ze izometrie ¢ i a sa sprzezone.
Zgodnie z tg definicjg sprzezone sg ze sobg na przyktad:

— odbicie wzgledem osi L; i odbicie wzgledem osi L, z przykladu 1,
— obrét o +90° i -90° z przykiadu 2.
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Uogolniajac rozwazania z przykladéw 1 i 2, mozna wykaza¢, ze:
1) Wszystkie odbicia zwierciadlane sprzezone sa ze soba.
2) Sprzezone sg obroty o katy a i —a.

Izometria jest sprzezona sama ze sobg

Zgodnie z podang definicja kazda izometria jest sprzezona sama ze soba.

1) Przykiad trywialny. Jezeli wybra¢ we wzorze b = a, wtedy ¢ = bab! =
aaa! = a(aa!) = a.

2) Przyktad madrzejszy. Rozpatrzmy wybdr: a jest obrotem w plaszczyznie
o kat o, b jest obrotem o kat . Wtedy ztozenie (1.14) odpowiada obro-
towiokatp =-B+a+ B =o.

Do problemu operacji sprzezonych bedziemy powraca¢ w przysziosci wie-
lokrotnie. Na przykiad bedziemy omawiaé klasy elementéw sprzezonych, kiedy
zajmiemy sie bardziej szczegdlowo grupami symetrii (np. podrozdzial 2.11).

1.6. Przeksztalcanie wektora

Do tej pory omawialiémy problem izometrii zupelnie ogélnie. Teraz zastosu-
jemy te rozwazania do transformacji wektoréw. Rozpatrzmy pewien wektor x
o poczatku w punkcie O. Punkt ten zachowujg rozwazane izometrie. Pod wply-
wem izometrii a wektor X przejdzie w inny wektor j.

Napiszemy to formalnie:

¥ = ax. (1.15)

Symbolem d oznaczyliSmy operator przeksztalcajacy pierwszy z wektorow
w drugi. Poniewaz operacja przeksztalcenia jest izometria, warto$¢ wektora y
jest taka sama jak warto$¢ wektora x. Natomiast kierunek i zwrot sg na ogét inne.

Transformacja wektora przy odbiciu

Rozpatrzmy teraz wektor y, ktéry stanowi odbicie wektora x¥ wzgledem
linii L (rys. 1.18).

L
—s(s%) —s(sx

Pl

N
X

s E)(?x

Rys. 1.18. Odbicie wektora wzgledem linii L
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Wersor § jest do tej linii prostopadly. Z rysunku widaé, ze
y=XxX-2(sx)s. (1.16)

Mozemy zauwazy¢, ze (5X)s jest skladowg wektora X prostopadla do linii L.

Oznaczmy ja symbolem X, . Wzér (1.16) mozna wtedy zapisaé w rOwnowaznej
postaci

y=Xx-2x. (1.17)
Z definicji wersor s jest prostopadly do linii L, od ktérej nastepuje odbicie.
Sa jednak dwie mozliwo$ci wyboru takiego wersora:
1) Pierwsza jak na rysunku 1.18. Wersor s jest zwrécony w prawo.
2) Druga z wersorem s’ = -5, czyli zwréconym w lewo.

Wybdr zwrotu wersora nie wplywa jednak na wektor y, okre§lony wzorem
(1.16). W znajdujacym si¢ w nim iloczynie wersor s wystepuje dwukrotnie.

Transformacja wektora przy obrocie

Rozpatrzmy teraz obrét o kat a (rys. 1.19). Pod wplywem takiego obrotu
wektor X przechodzi w wektor y.

%
X Rys. 1.19. Obrét wektora o kat a.

_)
coso-x Szczegbdly w tekscie

WprowadzZmy jeszcze pomocniczy wektor p, ktéry
- ma taka sama dlugo$¢ jak wektor x,

— jest do wektora X prostopadly i ma taki zwrot, ze kat obrotu od x do p
jest dodatni.

Z rysunku wida¢, ze zachodzi zwigzek

y=cosa-X+sina- p. (1.18)

Dygresja

W zasadzie prowadzimy na razie rozwazania w dwoch wymiarach. Dopu$¢-
my jednak na moment wymiar trzeci i wprowadZmy wersor 7 prostopadly do

rozwazanej plaszczyzny i zwrécony przed kartke. Wtedy wektor p mogliby$Smy
zapisa¢ w postaci iloczynu wektorowego

p=rx

X (1.19)
Wrécimy do tego zapisu w podrozdziale 4.7.
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1.7. Tloczyn skalarny

Iloczynem skalarnym dwoch wektoréw w i v nazywamy skalar okreslony
wzorem

WV = wvcos @, (1.20)

gdzie w i v oznaczajq odpowiednio wartosci wektoréw, a ¢ kat pomiedzy nimi.
Pamietamy, ze cosinus jest funkcjg parzystg: cos(—g) = cosg.

Poniewaz izometrie zachowujg diugosci odcinkéw i wartosci bezwzgledne
katéw, zachowuja takze wynik iloczynu skalarnego (rys. 1.20).

=4

> —@ Rys. 1.20. Iloczyn skalarny pary wektoréw
przeksztatconych przez izometrie jest taki sam,
jak iloczyn skalarny wektoréw wyjsciowych

Mozemy to zapisa¢ w formie (patrz tez wzor (1.15)):

(aw)(@av) =wv. (1.21)

1.8. Przeksztatcanie funkcji

Na zakonczenie tego rozdziatlu rozpatrzmy jeszcze pewna funkcje dwoéch
zmiennych

SX)=f(x, x,) (1.22)

okresdlona na rozwazanej ptaszczyznie. Pod wplywem operacji a funkcja ta przej-
dzie w na og6l nowa funkcje (rys. 1.21)

g(x) =af (%) (1.23)
Rys. 1.21. Przeksztalcenie
D=afee funkgji pod wplywem
g(x) = af(x) unkcj1 pod wp: (S
A A A ,
X X2 X3 obrotu. Szczegbty

w teks$cie

4 . .

- -2 A
—> y=a

f)
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Podobnie jak w podrozdziale 1.6 symbolem a oznaczyliémy operator, dzia-
lajacy teraz na funkcje f(X). Rysunek 1.21 przedstawia to dla obrotu. Nowa
funkcja g(¥) jest funkcja f(¥) obrécona o kat @, na rysunku réwny 75°.

Zauwazmy na tym rysunku, ze nowa funkcja g(X¥) w punkcie ¥ ma taka war-
to$¢, jaka miata stara funkcja f(¥) w punkcie y, gdzie wektor y jest wektorem
X obréconym o kat —a (na rysunku 1.21 o kat -75°).

y=a'x. (1.24)
Ogodlnie mozemy to zapisa¢ w formie:
g(¥)=af(3)=f(a"'X). (1.25)

W rozdziale 4 uogélnimy nasze dotychczasowe rozwazania na przypadek
trzech wymiaréw.

PrzyktaD
Zastosujmy te ogélne wzory do szczegdlnego przypadku, kiedy funkcja f(¥) ma
postac

f(X)=nxF(x), (1.26)

gdzie 7n jest wersorem, a F(x) funkcja jedynie wartosci wektora x. Oznacza to,
ze F(x) przechodzi w siebie pod wplywem dowolnej izometrii a.

Jako przyktad funkcji o postaci (1.26) moga sluzy¢ (ograniczone do dwdéch
wymiaréw):

1) Funkcja opisujaca potencjal dipola

gdzie p, =rp, jest momentem dipolowym.
2) Funkcja falowa stanu 2p atomu wodoru (bez czasu, rys. 1.22):
I ™ efi S efﬁ (1.28)

Yoy (0) = —=
* 4,2na; 3 4,2 na;

a) b) o)
n—>
an
L/
7
9
n
Rys. 1.22. Obrét funkgji
elektronowej p atomu wodoru
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Z rysunku 1.22 wida¢, ze obrocenie takiej funkcji sprowadza sie do obrécenia
wersora 7 o kat a. Wykazmy to jednak , naukowo”, korzystajac ze wzoru (1.15).

1) Dla funkgji o postaci (1.26) i izometrii a mamy
g(X)=af (%)= f(a'X)=in(a"'%)F(a"'%) =ii(a"'¥)F(x). (1.29)

SkorzystaliSmy z tego, ze funkcja F(x) przechodzi w siebie pod wplywem
dowolnej izomerii a, czyli F(a™'%) = F(x).

2) StwierdziliSmy w poprzednim podrozdziale, ze dla dowolnych wektoréw
w i v 1 dowolnej izometrii a zachowany jest iloczyn skalarny, czyli zacho-
dzi wv = (aw)(@v). Zastosujmy te rowno$¢ do iloczynu skalarnego i7i(a™'x),
ktadac w=i iv=a"'x:

ii(a'%) = (ai)(aa"'x) = (ai)x. (1.30)
Stad
g(¥) =af (x) = f(a'X) = (ain)XF (x). (1.31)

Jak oczekiwali$my - przeksztalcenie funkcji (1.26) sprowadza si¢ do prze-
ksztatcenia wersora 7.



2. Przeksztalcenia symetrii
w dwoch wymiarach

2.1. Symetrie figur ptaskich

Wezmy teraz pod uwage pewng figure geometryczng i rozwazmy takie izo-
metrie, ktére przeksztalcajg te figure w siebie. Izometrie tego rodzaju bedziemy
nazywaé przeksztalceniem symetrii lub krdcej symetria figury geometrycznej
— w dwoch wymiarach. Tej samej nazwy bedziemy uzywaé dla izometrii prze-
ksztalcajgcych bryte w siebie — w trzech wymiarach.

Nazewnictwo

Uzywane nazewnictwo nie jest jednoznaczne:

— Zgodnie z przyjeta wyzej definicjg symetrig nazywamy izometrie, prze-
ksztalcajaca figure lub bryle w siebie. Na przykiad kwadrat ma symetrie
odbicia wzglednej przekatnej o, (rys. 2.1).

— Symetrig figury lub bryty nazywa sie takze zbiér wszystkich izometrii prze-
ksztalcajacych figure lub bryte w siebie. W przypadku kwadratu jest to
zbidér o$miu izometrii (takze rys. 2.1).

Zwykle z kontekstu bez trudu mozna sie zorientowa¢, o ktére z tych znaczen
chodzi.

3
e C4 Cz C4 (] () 03 Cy4

Rys. 2.1. Operacje symetrii kwadratu

Symetrie figur skonczonych

Figury o skonczonych rozmiarach maja symetrie oméwione w podrozdziale
poprzednim, to znaczy odbicia i obroty (w tym inwersje).
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Do ich symetrii nie moga natomiast naleze¢ przesuniecia. Symetrie przesu-
nigcia mogg mie¢ tylko fikcyjne twory nieskonczone, jak prosta czy wyidealizo-
wana nieskonczona sie¢ krystaliczna.

Obroty

Moga istnie¢ dwa przypadki:

1) Figura ma symetri¢ obrotu o - kata pelnego, czyli o 3?!00, a w mierze
tukowej o T”, oraz o wielokrotnosci tego kata. Symetrie takie ma orna-
ment przedstawiony na rysunku 2.2. W tym przypadku n = 6.
Moéwilidmy juz w rozdziale poprzednim, ze obrét o % kata petnego
bedziemy oznacza¢ symbolem C,, a wielokrotnosci takiego obrotu symbo-
lami C2, C, itp. zgodnie z konwencja oméwiona w rozdziale poprzednim.
Dla okreslonej figury istnieje skoniczona liczba nietrywialnie réznych ope-
racji tego rodzaju, bo n-krotnie powtdérzony obrét o % kata pelnego daje
kat pelny, czyli transformacje tozsamo$ciowa e (wzér (1.4)).

2) Kolo i okrag maja symetrie obrotu o katy dowolne, symetrii takich jest
nieskonczenie wiele.

e Cs Ci=0¢C, ci=¢,

Rys. 2.2. Ornament o sze$ciokrotnej symetrii obrotowej

Symetria odbiciowa

Figura moze mie¢ takze symetrie odbiciowa — tak jak tréjkat rownoramienny
z rysunku 1.2. Symetrie takie oznaczamy symbolem ¢ (oznaczenie to wprowa-
dziliSmy w rozdziale poprzednim).

2.2. Symetria kwadratu

Omawianie symetrii figur skonczonych zacznijmy od kwadratu. Na
rysunku 2.1 kwadrat zostal podzielony na 8 czastek. Na pierwszym z o$miu
rysunkéw jedna z czgstek zostala wybrana i zaznaczona szarym kolorem. Kolejne
operacje symetrii przeprowadzajg caly kwadrat w siebie, ale pod ich wplywem
wybrana czastka zmienia polozenie.
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1) Trzy rysunki przedstawiaja kolejno obroty:

. 2 . .,
- 0 90°, czyli TTE:% Zgodnie z umowa oznaczamy ten obrét symbo-
lem C,.

- 0 180°, czyli ZTR: n. Zgodnie z umowa oznaczamy go symbolem C,.

— 0270°, czyli 3 ZTR = 37“ . Jest on rownowazny obrotowi o kat —90°, czyli

—g. Zgodnie z konwencja z podrozdzialu 1.3 oznaczyliSmy ten obrét

symbolem C3.

2) Nastepne cztery rysunki ilustrujg odbicia zwierciadlane:
— wzgledem linii poziomej taczacej srodki przeciwleglych bokéw. Ozna-
czone ono zostalo symbolem o7;
— wzgledem jednej z przekatnych, oznaczone symbolem o,;
— wzgledem linii pionowej oznaczone symbolem o73;
— wzgledem drugiej z przekatnych oznaczone symbolem a,.

Czastka wyjsciowa i siedem nowych, uzyskanych za pomoca oméwionych
przeksztalcen symetrii, wypelniajg caly kwadrat.

Inwersja w dwoch wymiarach

Wspomnieli$my juz w podrozdziale 1.2, ze obrét o kat réwny 180° w dwéch
wymiarach nazywa sie takze inwersja ¢ (lub symetrig Srodkowa). Powiedzielismy
juz, ze kwadrat ma takg symetrie (rys. 2.1).

Réwnolegtobok dowolny ma oprécz tozsamosci tylko symetrie inwersji (patrz
dalej, podrozdziat 2.6).

Symetria tozsamosciowa

W rozdziale poprzednim wprowadzili§my formalnie jeszcze jeden typ syme-
trii: tozsamo$¢. Oznacza ona przeksztalcenie niezmieniajace nic w ukliadzie.
Tozsamo$¢ oznacza¢ bedziemy symbolem e. Tak zostal podpisany pierwszy
z o$miu rysunkéw na ilustracji 2.1.

Symetrie odbiciowe wielokatéw o parzystej liczbie bokow

Zauwazmy, ze kwadrat ma dwa istotnie rézne rodzaje odbi¢ zwierciadlanych,
wzgledem prostych:

a) przechodzacych przez $rodki przeciwleglych bokéw (a1 63),

b) przechodzacych przez przeciwlegle wierzcholki (e, 1 ay).
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Taka wlasciwos$¢ maja tez inne wielokaty foremne o parzystej liczbie bokéw.
Rysunek 2.3 przedstawia linie odbi¢ zwierciadlanych szesciokata. Linie symetrii
typu a) zostaly zaznaczone kolorem czarnym, a typu b) — kolorem szarym.

Rys. 2.3. Linie odbi¢ zwierciadlanych
szedciokata foremnego

Zbidr przeksztaltcen, czyli grupa symetrii

Podsumujmy: kwadrat ma 8 przeksztalcenn symetrii:
e, C4, Cz = Ci, Ci, 01, 0, 03, Oy4. (2.1)

Zbiér wszystkich operacji symetrii okre$lonego obiektu nazywamy grupa
symetrii lub grupg przeksztalcen. Takg grupe stanowig na przykiad wypisane
przeksztalcenia symetrii kwadratu. Grupa symetrii kwadratu ma 8 elementow.

Doktladniejsza definicja pojecia grupy podana jest dalej, w podrozdziale 2.5.

2.3. Sktadanie operacji symetrii

Zlozenie przeksztalcen

Kazde z omawianych wyzej przeksztalcen symetrii przeprowadzato rozwa-
zang figure geometryczng w siebie. Zastanéwmy sie, co bedzie, jezeli dokonamy
po kolei dwoch przeksztalcen: najpierw przeksztalcenia a, a potem przeksztalce-
nia b. Na skutek obu tych operacji figura takze przejdzie w siebie. A zatem zlo-
zenie dwoch przeksztalcen symetrii daje w wyniku takze pewne przeksztalcenie
symetrii ¢. Zapisujemy to w postaci

¢ = ba. (2.2)

Oznaczenie jest identyczne, jak dla skiadania izometrii oméwionego w pod-
rozdziale 1.3.

Zlozenie obrotow

Zlozenie obrotu wzgledem punktu o kat o i obrotu o kat f jest takze obrotem:
o kat o + B. Méwilismy juz o tym w podrozdziale 1.3. Na przyklad dwukrotne
obrécenie kwadratu o 90° daje obrét o 180° (rys. 2.1):

C4C4 = C: = C2. (2.3)
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Podobnie trzykrotne zlozenie obrotéw o 90° daje obrét o 270°:
C4C4C4 = Cj. (2.4)

Czterokrotne zlozenie takich obrotéw, czyli Ci, oznacza obrét o 360°, co jest
réwnowazne tozsamosci e. Zatem

Ci=e. (2.5)

Zlozenie dwéch identycznych odbic

Zlozenie dwoch odbi¢ wzgledem tej samej linii daje przeksztalcenie tozsamo-
$ciowe (moéwilismy o tym w podrozdziale 1.3). Na przykiad (rys. 2.1)

G161 = €. (2.6)

Zlozenie dwoch réznych odbié

Zlozenie dwodch odbi¢ wzgledem dwoch linii tworzacych ze sobg kat o jest
obrotem o kat réwny 2a (podrozdziat 1.3).

Rys. 2.4. Zlozenie dwdch
(o] (o)) 0, 01=Cy réznych odbié

Na przykiad kat pomiedzy liniami odbi¢ o) i 6, z rysunku 2.4 jest rowny
a = 45°. Przeksztalcenie, ktére jest zlozeniem kolejno &, i 4,, jest obrotem o kat
90° (rys. 2.4):

06,01 = C4. (2.7)

Pamietajmy: przeksztalcenia piszemy w odwrotnej kolejnosci!
Podobnie mozemy napisaé (prosze sprawdzi¢ samodzielnie!)

010y = Cj. (2.8)

Zlozenie przeksztalcen symetrii nie zawsze jest przemienne

Operacja zlozenia przeksztalcen symetrii na ogét nie jest przemienna, o czym
mowilismy juz w podrozdziale 1.3. Moze wiec zachodzi¢

ba # ab. 2.9)
Na przyktad 6,6, = C,, ale 616, = C; (wzory (2.7) i (2.8)).
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2.4. Tabela grupowa

Przy omawianiu wtasciwos$ci symetrii figur geometrycznych sporzadza sie
tabele, ktore przedstawiaja zlozenia poszczegdlnych operacji symetrii rozwaza-
nego obiektu — czyli poszczegdlnych elementéw grupy symetrii. Nazywamy je
tabelami grupowymi (nazwa stanie sie zrozumiala w nastepnym podrozdziale).
Oczywiscie postepuje sie tak wtedy, kiedy liczba przeksztalcen symetrii jest nie-
zbyt wielkg liczba naturalna.

PrzyktrAD

Tabela 2.1 przedstawia zlozenia elementéw symetrii kwadratu ¢ = ba. Pierwszy
wiersz przedstawia element a, ktéry dziala jako pierwszy. Pierwsza kolumna
przedstawia element b, ktéry dziala jako drugi.

Sktadanie interesujacych nas elementéw grupy symetrii omoéwilismy juz
w zasadzie w podrozdziale poprzednim. Stwierdziliémy wtedy na przykiad, ze

C.C,= C;, =C,. (2.10)

C,CiC, = (C,C)C, = CCy = Cf’ (2.11)
G0, = e, (2.12)

0,6, = C,, (2.13)

6.6, = C,. (2.14)

Pozostate rubryki wypetniamy w podobny sposéb.

Tabela 2.1. Tabela ztozen operacji symetrii kwadratu ¢ = ba
(tabela grupowa)

bla e C, (6 Ci G, o3 0, o,
e e C, (o Ci o, o3 o, oy
C, C, (o Ci e o, oy o o
G, (o Ci e C, o3 G, o, o,
Ci Ci e C, G, Oy ) o) 03
o, o, oy o3 o, e (o Ci C,
o3 o3 o, o, o, (o e C, Ci
0, 0, o A o3 c, | G e C,
oy oy o3 o, o, G lc |G e
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2.5. Grupa przeksztalcen

Zbiér wszystkich operacji symetrii okreslonego obiektu nazywamy grupa
symetrii lub grupa przeksztalcen. Taka grupe stanowig na przyktad omoéwione
wyzej przeksztalcenia symetrii kwadratu. Wiemy juz, ze grupa symetrii kwadratu
ma 8 elementéw.

W matematyce pojecie grupy jest precyzyjnie okreslone.

Definicja grupy

W matematyce grupa G nazywamy:
— zbidr réznych elementéw a, b, ¢, ...,
— dla ktérego okreslona jest operacja zlozenia (ktérg oznaczymy tu symbo-
lem o), i ktéry ma nastepujace wlasnosci:
1) Jezeli a i b sa elementami zbioru G, to i ich zlozenie b e a jest elemen-
tem zbioru G.
2) Operacja zlozenia jest taczna: cebea = (ceb) ea=ce (bea).
3) Zbidér G zawiera element jednostkowy e, taki zee*a = a*e = a.
4) Jezeli a nalezy do zbioru G, to w zbiorze jest i element b o wlasnosci
bea =a-<b = e Element b nazywamy elementem odwrotnym do
elementu a i zapisujemy go b = a'l.

Nie wymaga si¢, aby operacja zlozenia byla przemienna.

Definicja grupy symetrii

Zbidr elementow symetrii figury — takiej jak kwadrat — stanowi grupe. Nazy-
wamy ja grupg symetrii.
1) Postulat 1 wynika z ogdlnej wlasnosci izometrii: zlozenie izometrii jest

izometrig (podrozdziat 1.3).

2) Zlozenie izometrii jest laczne (podrozdziat 1.3).
3) Elementem jednostkowym jest przeksztalcenie tozsamos$ciowe (podroz-

dzialy 1.2 i 1.3).

4) Do kazdej izometrii mozna dobra¢ izometri¢ odwrotna.

W szczegolnosci:

a) operacja odwrotna do obrotu o kat a wzgledem pewnej osi jest obroét
o kat —a wzgledem tej samej osi (podrozdziat 1.3),

b) operacjag odwrotna do odbicia wzgledem okreslonej plaszczyzny jest
odbicie wzgledem tej samej plaszczyzny. Innymi stowy: odbicie jest
swoja wlasng operacjg odwrotna,

c) operacja odwrotng do inwersji jest ta sama inwersja.

Skladanie izometrii na ogét nie jest przemienne (podrozdzialy 1.3 i 2.3).



