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Atlas matematyki zawiera wszystkie podstawowe definicje, wzory i twierdzenia, ktorych znajomo$¢ wymagana
jest na egzaminie maturalnym na poziomie podstawowym dla uczniéw szkét srednich. W publikacji polozono
duzy nacisk na analize dowodoéw, poniewaz uzasadnianie twierdzen odgrywa kluczowsg role w rozumieniu
matematyki. W ksigzce znajduje sie wiele przyktadow, dzieki ktorym uczen z tatwoscia zastosuje teoretyczne
zagadnienia w praktyce — bedzie wiedzial, dlaczego stosuje si¢ takie, a nie inne wzory oraz ktéry sposoéb roz-
wigzania zadania jest poprawny.

Atlas wzbogaca ponad 200 schematéw ilustrujacych omawiane na lekcjach matematyki zagadnienia. Ulatwiaja
one przyswojenie definicji i twierdzen oraz pomagajg zrozumie¢ przedstawione dowody.

Niektore tresci w ksigzce wykraczaja poza podstawe programowa. Oznaczono je jako ,Ciekawostki”. Ich gtéwna
rolg jest poszerzenie horyzontéw myslowych.

> Jak korzystac z ksigzki

Przed rozpoczeciem korzystania z Atlasu matematyki warto zobaczy¢ jak zaprojektowane zostaly poszczegodlne
elementy ksigzki. Uklad jest bardzo intuicyjny, dzieki czemu szybko mozna odnalez¢ potrzebne informacje.

Tytul rozdziatu, czyli kolejne

omawiane na lekcjach dziaty

.
. .
: matematyki
v
. .
Liczby rzeczywiste
» Zbiory 3
Zbior to inaczej kolekcja, zestaw. Zbior niepusty skiada si¢ z elementow, natomiast zbior pusty nie ma zadnych Informac_] e dOtYCZQCC danego
clementéw. Zbiér pusty oznacza sic . Zbiér jest j ie wy praez wszystkie swo- .
je elementy. Mozna tworzyé zbiory, ktorych elementami sa (inne) zbiory. Kolejnosé wymieniania elementow nie (’ AR A S S d21alu matematycznego podane

ma znaczenia dla wyznaczania zbioru. Kazdy element zbioru moze byé wymieniany wiecej niz raz. To, ze a jest

.
elementem zbioru A, zapisujemy @ € A. W przyst@pny sposob
Definicja. W matematyce szkolnej waina rol¢ odgrywaja zbiory liczbowe takie, jak zbiér wszystkich liczb
naturalnych N = {0, 1,2, ..J, zbiér wszystkich liczb calkowitych Z = {0, 1, -1, 2, -2, ..} (mozna tez uzywaé O, oy
zbiér liczb wzystich liczb wymiernych @, czyli liczb postaci =, gdzie m, n € Z, n # 0 (moina tez uzy- '@
waé W), zbior liczb wszystkich liczb rzeczywistych R. n

Umieszezenie indeksu gornego + lub - wskazuje, ze w zbiorze sq tylko liczby dodatnie albo tylko ujemne. Na przy-
Klad Z" oznacza liczby calkowite ujemne.

Uwaga. Oprécz zbioru liczb rzeczywistych w matematyce wazna rolg odgrywa zbior liczb zespolonych. Kaz- . .
Ol sespeloms v sapiat w potac 5.+ B, e . b€ R, retonsinat et . fodmotin ureions Ciekawostki dotyczace
zdefiniowana wzorem i =+/~1 . Pierwiastek z liczby ujemnej nie moze byé liczba rzeczywista, wiee i nie jest .,
liczba rzeczywista, choé jest liczba. Latwy rachunek pokazuje, ze sa cztery liczby zespolone, ktére podniesione (- P R I I I I I} vvybranych Zagadnlen
do potegi czwartej daja 1 - sa to 1, -1, i, ~i. Liczby zespolone odgrywaja istotna role w samej matematyce, jak

i w zastosowaniach, np. w analizie obwodéw elektrycznych pradu Nazwy liczba r. ista” czy

lcsba urojona” s wiee nieco mylace, matematycznych

» Wybrane zbiory liczbowe

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr . <ﬁ

i zbioru lizh

T el Analiza krok po kroku
Dowéd B <- oo

Zbiér liczb naturalnych ma te wlasno¢, ze jesli m jest liczba naturalng, to réwniez m + 1 jest liczbq naturalna.

Gy weny ki s eyl o it by i i o unscmy 4 . dowodu matematycznego
A przecier wowczas jednak z jednej strony k + 1, jako wicksza niz k, nic nalezalaby do zbioru liczb naturalnych,
a 2 drugiej wlasnie jako k + 1 jest liczba naturalna. Ta s¢ dowodzi, ze liczb RSO I
jest nieskoriczenie wicle. l, . ®e .
. .. . .
Definicja. Liczba pierwsza to taka liczba naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki. :f,';jm . . Deﬁnlee 1 tw1erdzen1a
.
Nie ma wzoru okreslajacego wszystkie liczby pierwsze. Jest tylko jedna liczba pierwsza parzysta. eeceterena.,, : wraz ze wzorami, ktérych
L .
~TWierdzenl- oo -y . s
' Zbiér liczb pierwszych jest nieskoriczony. : (\ fridiY Znajomosc _]eSt WYmagana
Dowod (o] na egzaminie maturalnym

Zalozmy. ze zbiér liczb pierwszych jest skoticzony. Niech p, p, .... p, beda wszystkimi elementami tego zbioru
i niech p, bedzie najwicksza liczba pierwszq. Wowezas dowolng liczbe zlozona mona przedstawi jako iloczyn
liczb pierwszych z odpowiednimi potegami; np. p? - pi. Liczba a = p, - p, ... p,+ 1 nie jest zlozona, gdy? przy
dzieleniu przez dowolng liczbe pierwsza daje reszte 1. Zatem a jest liczba pierwsza wieksza niz p, co daje sprzecz-
noéé. Zatem liczb pierwszych jest nieskoiiczenie wicle.
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Stereometria

5. Kat migdzy ig boczng i a podstawy wy-
chodzaca z tego samego wierzchotka

Trojkat ACE jest réwnoramienny, a trojkat E'CE jest prostokatny. AC jest przekatng podstawy, za$ EE jest wy-

sokodcia ostrostupa. Te informacje umozliwiaja wyliczenie kata a.

Praktyczne przyklady

Przyktad e e e e o0

Dane: AB =62, EE’= 9. Szukane: @ Z rozwigzaniami

Rozwiazanie. Przekatna AC = 6+/2 - /2 = 12. Zatem: E'C = 6.

Z AE'CE mamy: tga =§ =15.
Przejrzyste ilustracje

Z tablicy wartosci trygonometrycznych (zob. s. 72) odczytujemy,

e 56° < a < 5T°. . - .
pomagajace zrozumie¢
zagadnienie z danego
dziatu matematyki

6. Kat migdzy wy §cig paa ia boczng i prawi "

Z racji szczegélnych wlasnosci tréjkata réwnobocznego punkt D' jest punktem przecigcia wysokoéci, ktére dziely

sig wstosunku 2:1.

Przyktad
Dane: AB =12, DD’ = 6. Szukane: c.

Rozwiazanie. Wysokosé podstawy wynosi:
3 1243
P CR R NP
2 2 3
Z AD'BD mamy: tga =—0— =—>_ = 0,866
PN
Z tablicy wartosci trygonometrycznych (zob. s. 73) odczytu-

jemy, ze: 40° < a < 41°

Hasla na marginesach,

» Kat dwuscienny

Definicja. Katem dwusci y caes zawarta migdzy dwoma pélplaszczymami < ce e leQkI ktérym mozna SZyka

o wspélnej krawedzi (prostej) wraz z tymi polplaszczyznami dusceny

odnalezZ¢ potrzebne definicje

lub twierdzenia

127
Funkcje
» Funkcja logarytmiczna
Definicja. Funkcja logarytmiczng nazywamy funkcje o wzorze: y = log, x, gdzie a € (0, 1) u (1, + ), x€ R B

Przyklad (P ]

a) Wykres funkeji y = log, ; x. Zwrod uwagg, ze wtym  b) Wykres funkeji y = log, x . Zwré¢ uwage, e w tym

Pizyfadku a=05€(0,1). prz:{padku a=2¢ (1, +o).
il LT Przydatne wykresy
; : ' < e+ eeeesee. jlustrujgce omawiane
Eearsssse . zagadnienia
) B -1

S

.-Twierdzenie
| Wykresy funkeji y = log, x oraz y =log, x sa symetryczne wzgledem siebie - osia symetrii jest 0§ Ox. ——
| “ nie wykresow funk-
Gilogaytmianej
wkladhicze

| Wykresy funkcji y = log, x oraz y = a* sa symetryczne wzgledem siebie - osia symetrii jest prosta o rownaniu

Lyex

.-Twierdzenie-

ke |
ailogaytmians
i o . : I i\ iakofunkce
to znaczy ich loenie jest funkeja identycznosciowa. Blel scie

Funkcja wykladnicza y =a* oraz funkeja logarytmiczna y=log, x sa funkcjami do siebie odwrotnymi,

bows
owed ‘ |l10gd r—tod
s

x=a

log, a* = xlog,a=x-1=x.

> $ci funkcji logary j

Wiasnos U llprgdrieac0) | yolog.xudrie ac i+ Praktyczne i przejrzyste

| Dziedzina R ,

Zbitr wartoisi | [ tabele, w ktorych zebrano
| Wartosé najwigksza : nic ma < b R . L. . .
Wartosé najmnicjoza e ma najwazniejsze informacje

| Asymptota pionowa x = 0 (lewostronna)

systematyzujace wiedze

| Miejsca zerowe : nie ma

| Monotonicznosé malejaca w calej dziedzinie | rosnaca w calej dziedzinie

| Punkty charakterystyczne wykres funkeji przechodzi przez punkt (1, 0)

Péllogarytmiczny uklad wspé h to taki uklad wspé . wktérych jedna o§ ma skale logaryt-
miczng, a druga ma skalg zwykla. Skala logarytmiczna (o podstawie a) to taka skala, w kirej jednostee n
w skali gléwnej odpowiada jednostka a'. Aby otrzyma z nowej skali skale zwykla, trzeba jej jednostki zloga-

rytmowa¢ logarytmem o podstawie a.
61




Liczby rzeczywiste

» Zbiory

Zbior to inaczej kolekcja, zestaw. Zbiér niepusty skiada sie z elementéw, natomiast zbior pusty nie ma zadnych
elementéw. Zbidr pusty oznacza sie symbolem @. Zbior jest jednoznacznie wyznaczony przez wszystkie swo-
je elementy. Mozna tworzy¢ zbiory, ktérych elementami sa (inne) zbiory. Kolejno$¢ wymieniania elementéw nie
ma znaczenia dla wyznaczania zbioru. Kazdy element zbioru moze by¢ wymieniany wiecej niz raz. To, ze a jest
elementem zbioru A, zapisujemy a € A.

Definicja. W matematyce szkolnej wazna role odgrywaja zbiory liczbowe takie, jak zbior wszystkich liczb
naturalnych N ={0, 1, 2, ...}, zbior wszystkich liczb catkowitych Z = {0, 1, -1, 2, -2, ...} (mozna tez uzywac C), Thiory
zbior liczb wszystkich liczb wymiernych Q, czyli liczb postaci E, gdzie m,n € Z, n # 0 (mozna tez uzy- lizbowe

wacé W), zbiér liczb wszystkich liczb rzeczywistych R.

Umieszczenie indeksu goérnego + lub — wskazuje, ze w zbiorze sg tylko liczby dodatnie albo tylko ujemne. Na przy-
ktad Z- oznacza liczby catkowite ujemne.

Uwaga. Oproécz zbioru liczb rzeczywistych w matematyce wazna role odgrywa zbior liczb zespolonych. Kaz-
da liczbe zespolong mozna zapisa¢ w postaci a + bi, gdzie a, b € R, natomiast i jest tzw. jednostkq urojong,
zdefiniowang wzorem i = J-1. Pierwiastek z liczby ujemnej nie moze by¢ liczba rzeczywista, wiec i nie jest
liczba rzeczywista, cho¢ jest liczba. Latwy rachunek pokazuje, ze sg cztery liczby zespolone, ktére podniesione
do potegi czwartej dajg 1 — sg to 1, -1, i, —i. Liczby zespolone odgrywaja istotng role w samej matematyce, jak
i w zastosowaniach, np. w analizie obwodéw elektrycznych pradu zmiennego. Nazwy ,liczba rzeczywista” czy
sliczba urojona” sa wiec nieco mylace.

» Wybrane zbiory liczbowe

.-Twierdzenie - ------ - - - - - oo .

Nieskon-
czonos¢

zhioru liczb
naturalnych

Zbior liczb naturalnych jest nieskonczony.

Dowéd

Zbior liczb naturalnych ma te wlasnosc, ze jesli m jest liczba naturalna, to rowniez m + 1 jest liczbg naturalna.
Gdyby wszystkich liczb naturalnych byto skonczenie wiele, to bytaby wsrdd nich najwieksza (oznaczmy ja jako k).
A przeciez wowczas jednak z jednej strony k + 1, jako wieksza niz k, nie nalezataby do zbioru liczb naturalnych,
a z drugiej wlasnie jako k + 1 jest liczbg naturalng. Ta sprzeczno$é¢ dowodzi, ze wszystkich liczb naturalnych
jest nieskoniczenie wiele.

Liczba

Definicja. Liczba pierwsza to taka liczba naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki. pierwsza

Nie ma wzoru okreslajacego wszystkie liczby pierwsze. Jest tylko jedna liczba pierwsza parzysta.

o-Twierdzenie- - - - - - - - - oo N

Zbior liczb pierwszych jest nieskoniczony. ( [Z]?:\:’!;;Eh
Dowoéd B
Zalozmy, ze zbior liczb pierwszych jest skonczony. Niech p,, p,, ..., p, beda wszystkimi elementami tego zbioru

i niech p, bedzie najwigksza liczbg pierwszg. Wowczas dowolng liczbe zlozong mozna przedstawi¢ jako iloczyn

liczb pierwszych z odpowiednimi potegami; np. p; - p;. Liczbaa=p - p,-...- p, + 1 nie jest zlozona, gdyz przy

dzieleniu przez dowolng liczbe pierwsza daje reszte 1. Zatem a jest liczba pierwsza wieksza niz p,, co daje sprzecz-
nosé. Zatem liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.



Liczby rzeczywiste

cTwierdzenie- - - - - - - - - - - oo oo .
Zapi by - Kazda liczbe wymierng niecalkowita mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia dziesigtnego skoriczonego lub
n|e‘2’{T<;s\mg ' nieskoniczonego okresowego. Z drugiej strony, jesli liczba rzeczywista ma zapis dziesietny skonczony lub nie- !
skonczony okresowy, to jest liczbg wymierna.
Liczby o rozwinieciu dziesietnym skoniczonym mozna zapisac¢ rowniez w postaci liczby dziesietnej nieskoniczonej
okresowej — np. 0,5 = 0,4(9). Rowniez liczby catkowite maja rozwiniecia dziesietne nieskoriczone okresowe -
np. 1 =0,(9).
Dowoéd
Przeprowadzamy dowdd na to, ze 1 = 0,(9). Niech x = 0,(9). Wowczas 10x = 9,(9). Zatem 10x — x = 9, skad x = 1.
Dowéd nieformalny
Jezeli liczba a jest wieksza niz b, to istnieje liczba ¢ miedzy liczbami b oraz a. Sprébuj wpisac liczbe miedzy
0,9999999(9) a 1,0000000(0). Mozna si¢ przekonaé, ze nie jest to mozliwe, wiec 0,(9) = 1.
niewy#:i:g Definicja. Liczba niewymierna to liczba rzeczywista, ktora nie jest wymierna.

Twierdzenie- - - - - - - - - oo oo .
Kiedy liczba jest v . . . . . .. . , . |
niewymierna? ' Liczba jest niewymierna wtedy i tylko wtedy, gdy ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone nieokresowe. !

n Przykiad

Liczbg niewymierna jest: 0,10100100010000... — ,,po kolejnej cyfrze 1 jest o jedno zero wigcej”. Przyklad z tg liczbg
odwotuje sie bezposrednio do okresu rozwinigcia dziesigtnego (a w zasadzie jego braku). Liczb niewymiernych
jest nieskonczenie wiele. Waznymi liczbami niewymiernymi sa liczba  oraz liczba e.

» Relacje miedzy zbiorami
Niech A i Bbeda dowolnymi zbiorami. Odniesiemy wiec wtedy do nastepujacych definicji:

Definicja.
1. Powiemy, ze zbior A zawiera sie¢ w zbiorze B (zbior A jest podzbiorem zbioru B, a zbiér B jest nadzbio-
Podzbis
mg:ig:g: rem zbioru A); symbolicznie: A c B, jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Dla przykladu
Nc Zc Qc R. Zbiér pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.
2. Zbiory A i B sa rowne; symbolicznie: A = B, jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B i na
Thiory odwroét: kazdy element zbioru B jest elementem zbioru A. Dla przykladu, jesli A jest zbiorem trzech naj-
fowne mniejszych liczb pierwszych, zas B = {2, 3, 5}, to A = B. Jeéli zbiory A i B s3 réwne, to kazdy z nich jest
podzbiorem drugiego zbioru.
Zhiory 3. Zbiory A1i B sa rozlaczne; symbolicznie: A)(B, je$li nie maja wspolnych elementéw. Zbior pusty jest roz-
e taczny z kazdym zbiorem.
Zhiory 4. Czasami wprowadza sie pojecie krzyzowania zbioréw: zbiory A i B krzyzuja sie, je$li maja elementy
krzyzujace sie

wspolne oraz kazdy z nich ma elementy nienalezace do drugiego zbioru.

Przekreslenie symbolu relacji miedzy zbiorami oznacza zanegowanie relacji. Dla przykladu A # B oznacza, ze
zbiory A i Bnie s rowne, tzn. istnieje element nalezacy do A, ale nie nalezacy do B, lub na odwrét. Dla przyktadu
{1,2,3}#{1,2,3,4},{1,2,3} £{1, 2}, {1, 2, 8} # {1,2,9}. A ¢ Boznacza, ze A nie jest podzbiorem zbioru B - tzn. istnieje
element zbioru A, ktéry nie nalezy do zbioru B. Dla przyktadu, {1, 2, 3} ¢ {1, 2, 4}.
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Liczby rzeczywiste

» Dziatania na zbiorach

Definicja. Niech U bedzie uniwersum, czyli takim zbiorem, ze wszystkie rozpatrywane zbiory sa jego
podzbiorami. Suma zbioréw A i B; symbolicznie A U B, nazywamy taki zbiér, ktérego elementami sa te i tylko
te elementy zbioru U, ktore nalezg do jednego zbioru lub do drugiego (dopuszcza sie sytuacje, ze element nalezy

.. ;. , . , . . . . . Suma, iloczyn,
do obu zbioréw jednoczesnie). Czescia wspolna (iloczynem) zbioréw A i B; symbolicznie A n Bnazywamy réznica
taki zbidr, ktorego elementami sa te i tylko te elementy zbioru U, ktére nalezg do obu zbioréw jednoczesnie. ;g%ﬁwema

Dopelnieniem zbioru A; symbolicznie: A, nazywamy taki zbiér, ktérego elementami sa te i tylko te elementy
zbioru U, ktére nie naleza do A. Roznica zbioréw A\B nazywamy taki zbior, ktoérego elementami sa te i tylko

te elementy zbioru A, ktore nie sg elementami zbioru B.

Warto zauwazy¢, ze A’= U \ A. W niektorych sytuacjach jezykowym odpowiednikiem odejmowania zbiorow
jest stowo ,,0procz”. Dla przykladu R\ {5} to zbiér wszystkich liczb rzeczywistych oprécz 5.

Przyktad n

Niech U= N.
a) {2,3,4uf4,1,6}={1,2,3,4,6} o {2,3,4}\{4, 1,6} =42, 3}.
b) {2,3, 4 nf4, 1, 6} = {4}. d) {2,3,4=1{0,1,5,6,7,..}={0, 1,2} u{n € N:n = 5}.

» Przedziaty liczbowe
Przedzialy liczbowe to specjalne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Definicja. Niech a € R, b € Roraz a < b. Przedzial (g, b) jest to zbior wszystkich liczb rzeczywistych wiekszych
od aijednocze$nie mniejszych niz b. Przedzial [a, b] jest to zbioér wszystkich liczb rzeczywistych wiekszych ——
Iub réwnych ai jednocze$nie mniejszych lub rownych niz b. Przedzial (a, +) jest to zbior wszystkich liczb liczbowe
rzeczywistych wiekszych od a. Przedzial (-0, b] jest to zbidér wszystkich liczb rzeczywistych mniejszych

lub réwnych b. Przedzial (—o0,+00) jest to zbidér wszystkich liczb rzeczywistych.

Przyktad n

Na rysunku pokazano sume, cze$¢ wspoélng i réznice zbiorow: F @ M
0 H
A=l 8) oraz B = (-0, 1) u [4, +o0). E ! : :
: o
C=Au B=(—00,+), lC) : : :
D=AnB-=[4,8), B ;
E=A\B=(1,4), A . o
F=B\A=(-00,1) u [8, +c). ; ; ; kg
1 4 8
Definicja. Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej jest zdefiniowana nastepujaco:
Wartos¢
>
wzér(l) ;|x| = il 20 bezwzgledna
—x dlax<0
-Twierdzenie- - - - - - - - - oo .
‘ o . . . ) xdlax>0
' Alternatywne okreslenia wartosci bezwzglednej sg nastepujace: wzor(Z) : |x| = !
| —xdlax<0 Alternat
| ywne
| xdlax>0 x, gdyx>0 1/ okreslenia
, = , , ! wartosci
o v { S 0wl 0 styx=o 0 war(s): = A\ g
a -x, gdyx<0

Te pig¢ wzoréw jest rownowaznych, co oznacza, ze przyjmujac dowolny z nich za definicje, pozostale sa twierdzeniami.

W niniejszej ksigzce definicja wartosci bezwzglednej jest wzor (1) - tak sie przyjmuje najczesciej.
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Wtasnosci
wartosci
bezwzglednej

Pierwiastek
kwadratowy

awartos¢
bezwzgledna

Kwadrat
pierwiastka
kwadratowego

Liczby rzeczywiste

Wiasnosci wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej

-Twierdzenie- - - - - - - - - - oo .
Wzory (2) — (5) sa wlasnosciami wartosci bezwzglednej. A ponadto dla kazdej liczby x € R:
. |x| >0 — warto$¢ bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemna,

. |x| >0 < x # 0 —warto$¢ bezwzgledna liczby rdznej od zera jest liczbg dodatnia,
. |x| = |—x| — wartos$¢ bezwzgledna liczby 1 warto$¢ bezwzgledna liczby do niej przeciwnej sg rowne,
. xt= (—x)2 = |x|2.

L. |x| =0 < x =0 — warto$¢ bezwzgledna liczby jest rowna 0 tylko dla 0,

Wartos¢ bezwzgledna jest zwigzana z pierwiastkiem kwadratowym.

Przykiad

a) V3t =+/9=3, b) (=3)" =~/9=3.

-Twierdzenie-- - - - - - - - oo N
3 Dla kazdego x zachodzi: x gdy x>0
| 2 |
—x gdy x <0

Stad latwo wyciagna¢ wniosek, ze dla kazdego x € R zachodzi wzor: vx?* = |x| .
Przykiad
Rozwigzemy réwnanie: x* = 9. Obie strony mozna spierwiastkowaé, gdyz wyrazenie x* jest nieujemne, a 9 jest
dodatnie. Po obustronnym spierwiastkowaniu obu stron rébwnania otrzymamy: v/ x* = 9. Zatem |x| =9. A stad
x=3Iub x=-3.

-Twierdzenie- - - - - - - - - - oo .

2
Dla kazdej nieujemnej liczby x zachodzi wzér: (\/; ) =x.

Zastrzezenie o nieujemnosci wynika stad, ze liczba pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemna.
Dowéd
2
Dowodzimy to w nastepujacy sposob: Jx = y & (y2 =XAYy 2 0). Zatem (\/;) =y =x.

» Przyblizenie liczby

Dana liczba moze by¢ przyblizona z nadmiarem lub z niedomiarem. To, czy nalezy przyblizy¢ liczbe z nadmia-
rem czy z niedomiarem zalezy od kontekstu praktycznego, co zostanie pokazane na przykladach. Liczba jest
przyblizona z niedomiarem, gdy liczba przyblizona jest mniejsza niz przyblizana. Liczba jest przyblizana
z nadmiarem, gdy liczba przyblizona jest wigksza niz przyblizana.

Przykiad

a) Przyblizenia z niedomiarem: 234,67 ~ 234,6 (234,6 < 234,67); 234,67 ~ 200 (200 < 234,67).

b) Przyblizenia z nadmiarem: 234,67 ~ 234,7 (234,7 > 234,67); 234,67 = 300 (300 > 234,67).

¢) Klasa liczaca 28 uczniéw ma wystawié¢ jednorazowo 9 zespoléw 3 osobowych do konkursu szkolnego (przy-
blizenie z niedomiarem).

d) Potrzebne sg 3 autokary z 56 miejscami do przewiezienia 123 ucznidéw oraz 14 nauczycieli na wycieczke

szkolng (przyblizenie z nadmiarem).

12



Liczby rzeczywiste

> Biad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia

.-Twierdzenie------------------- - - N
Niech dana bedzie liczba L i jej przyblizenie P: L ~ P. Btad bezwzgledny przyblizenia wyraza si¢ wzorem ' / Bid
AL = |L _ P| bezwzgledny

cTWierdzenie- - - - - - - - oo oo .

' Blad wzgledny przyblizenia wyraza sie¢ wzorem 5L = &

| L |
! ! < Blad
. Blad wzgledny czesto przedstawia si¢ w postaci procentowej — wystarczy otrzymana liczbe zamieni¢ na wagledny

+ procenty. Btad wzgledny czesto podaje sie z odpowiednim przyblizeniem.

Przyktad
' Liczba | Przyblizenie liczby ' Rodzaj przyblizenia Blad bezwzgledny Blad wzgledny
| 0,5
5,5 5 z niedomiarem 0,5 e =0,1=10%
0,5
5,5 6 z nadmiarem 0,5 = =0,1=10%
: . 2 dokladnoscia do czesci | 1 0,04
4044 | 404 | noscia do czescl 0,04 L = 0,09891%
1 1 dziesietnych ! ! 40,44

> Potegi i pierwiastki
Potega o dodatnim wyktadniku naturalnym ma intuicyjne wyjasnienie: jest to mnozenie, w ktérym wszystkie

czynniki sg réwne.

Definicja. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n — ta potege (n € Non>0): a" =g-a-...-a.
n razy Potegi
i pierwiastki

Ponadto przyjmuje sie, ze a®= 1, o ile a# 0.

Przyktad
Udowodnimy, ze wyrazenie 5"+ 5™ + 5™2+ 5™ (n € N) jest podzielne przez 12. Przeksztalcamy je nastepujaco
5°(1 + 5+ 5%+ 5% = 5" 156 = 5"- 13- 12. Wida¢, ze wyrazenie to jest podzielne przez 12 (oraz 13).

Warto zapamieta¢ wybrane potegi liczb: potegi liczby 2: od trzeciej (2°) do dziesiatej (2'°), kwadraty liczb: od 11?
do 19? oraz 25% sze$ciany liczb od 3* do 9% ciekawostka: 11° = 1331.

Definicja. Potege liczby rzeczywistej a # 0 o wyktadniku catkowitym ujemnym -n, gdzie n € N, definiuje Potega |i<:b}’
rzeczywistej
i g . ogn — 1 o wyktadniku
sie nastepujaco: a i e
Aby wyjasni¢, sens potegi o wykladniku catkowitym, zauwazmy, ze a™ =a’" =a° :a" =—.
aﬂ
Definicja. Definicja pierwiastka (arytmetycznego) z liczby rzeczywistej uzalezniona jest od parzystosci
stopnia pierwiastka.
« Jezeli n jest liczba dodatnig liczba parzysta, to pierwiastkiem (arytmetycznym) n — tego stopnia z liczby Pierwiastek
rzeczywistej nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemna b, ze b" = a. GiyImeleny

« Jezeli njest liczba dodatnig liczba nieparzysta, to pierwiastkiem (arytmetycznym) n - tego stopnia z liczby

rzeczywistej a nazywamy taka liczbe b, ze b" = a.
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Prawa pier-
wiastkowania

Potega liczby
rzeczywistej

Potega
o wyktadniku
wymiernym

0Og6lne prawa
potegowania

Liczby rzeczywiste

-Twierdzenie------------------- -
Przy zalozeniu, Ze jezeli stopnie pierwiastkow sa liczbami parzystymi, to a oraz b sa nieujemne, zachodzg 3

' nastepujace prawa (zakladamy, ze n € N, n > 2).

3 o[ onfp _n Q/E_na nfk[~ _nk i
Va5 =4aF Voo e —a |

dodatkowe zalozenie: b > 0

1
Definicja. Potege liczby rzeczywistej a > 0 o wykladniku postaci —, gdzie n € N, definiuje sie nastepujaco:
n

1

an =4q.

» Potega o wykiadniku wymiernym

k
Definicja. Potege liczby rzeczywistej a > 0, n € N, n > 2, k € Z o wykladniku postaci —, gdzie n € N,
n
k 1) k
definiuje sie nastepujaco: ar = (an] = («"/a) .

Przykiad

1 1,1
Zapiszemy w postaci jednej potegi wyrazenie Y545 = 53 5¢ =534 = 512 =%
Kalkulator zwykly pozwala na wyliczenie pierwiastka kwadratowego (czyli stopnia drugiego), ale zeby wyli-
czy¢ pierwiastek szes$cienny, trzeba skorzysta¢ juz z kalkulatora naukowego. W niektérych sytuacjach mozna
sie postuzy¢ przydatnymi przyblizeniami pierwiastkow.

Aby uchwyci¢ sens potegi o wykladniku niewymiernym, trzeba si¢ odwola¢ do teorii granic ciggéw liczbowych.
Podstawowa intuicje pokazemy na przykladzie. Aby obliczyé 3¥2, tworzymy ciag liczb wymiernych zmierzajacych
do /2. Takim ciagiem moga by¢ kolejne, coraz lepsze, przyblizenia V2. Wypiszmy kilka poczatkowych przyblizen
\/51 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421. Wowczas ciag liczb: 34;3141;31414; 314142, 3141421 jegt coraz blizszy wartosci 32,
Liczby z tego ciagu mozna zapisa¢ w postaci ,potegowo — pierwiastkowe;j:

314 =31 = Y3

141

344 = 3100 ='Y311 jid.
» Ogéline prawa potegowania

c-Twierdzenie- - - - - - - - - - oo .

. Niech r,s beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, niech a,b > 0. Zachodza wzory:
ar _aS — ar+s (ar )S — ar-s a — aV*S

r ar
-b :r-br — =
(a-b) =a (b] d

+ Jesli wykladniki r,s sg liczbami catkowitymi, to wzory te zachodza dla kazdego a#0 i b#0.

0
1
|
1
|
1
|
|
1
|
1
|
1
|
1
|

> Pierwiastki
Wiasnosci pierwiastkow wynikajg z ogélnych praw potegowania.

Przyktad 1
Zapiszemy w postaci jednej potegi wyrazenie: Y545 = 53 5¢ = 53 4= 51Z =X/57.
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