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Wprowadzenie

W latach szkolnych 2022/2023 oraz 2023/2024 pojawi si¢ nowy typ arkusza maturalnego z matematyki na poziomie
podstawowym. Zgodnie z wymogami Centralnej Komisji Egzaminacyjnej w arkuszu maturalnym wystepowac
beda réznego rodzaju zadania zamkniete, za ktore bedzie mozna otrzymac 1 pkt oraz zdania zamkniete za 2 pkt.
Ponadto wystepowac beda zadania otwarte za 1 pkt, 2 pkt, 3 pkt i 4 pkt. W tych latach maksymalna taczna licz-
ba punktéw z zadan zamknietych bedzie wynosita 23, tak samo jak laczna liczba punktow z zadan otwartych.

Arkusze probne zamieszczone w ksiazce maja za zadanie pomdc maturzyscie w przygotowaniu do nowej ma-
tury. Do kazdego zadania podane sa wskazowki, ktére pomoga w sprawdzeniu odpowiedzi przed zobaczeniem
poprawnej odpowiedzi czy pelnego rozwigzania. Mozna je potraktowac jako szanse na poprawienie wlasnej
odpowiedzi czy mozliwo$¢ znalezienia rozwigzania zadania. W przypadku zadan zamknietych wskazdéwka
jest podanie odpowiedzi btednych lub zwrécenie uwagi na pewne szczegdélty w zadaniu. W przypadku zadan
otwartych wskazoéwkami sg zasugerowanie sposobu rozwigzania zadania, zwrocenie uwagi na pewne trudnosci
wystepujace w trakcie rozwiagzywania czy podanie przedziatu liczbowego, do ktorego nalezy odpowiedz.

W ksigzce znajduja sie rozwigzania wszystkich zadan, w tym wiekszosci zadan zamknietych. Niekiedy pokazano
wiecej niz jedno rozwigzanie.

Jak korzystaé z ksiazki
Przed rozpoczeciem korzystania z ksigzki warto zobaczy¢, jak zaprojektowane zostaly poszczegdlne elementy
ksigzki. Uklad jest bardzo intuicyjny, dzieki czemu szybko mozna znalez¢é potrzebne informacje.

Informacje dotyczace danego dziatu o .
. . . Arkusze z zadaniami maturalnymi
matematycznego, czyli definicje i twierdzenia o L.

0 ; .. zawierajace wskazowki oraz
wraz ze wzorami, ktérych znajomos$¢ potrzebna ) )
. . . rozwigzania krok po kroku.
jest na egzaminie maturalnym. :

Powtoérka przed maturg

W rozdziale zamieszczone zostaly wzystkie najwazniejsze informacie, czyli definicje, twierdzenia i wzory, N B0 zadanie1. i i sci iedi sposrod podanych
pogmun ; ; i < ....... "
SN AR Ty
uezniow szkol & Wynikiem dzialania 412 -3/75-4/30 - J5' (246 ) A jest:
4 ) -
Liczby rzeczywiste A B ceo D
Zbiory iwe zdanie sposrod podanych.
Zbior to inacze kolekeja, zestaw. Zbior nicpusty sklad sie  clementow, 6 pusty () nie ma zad- B OST08M C.2s-3e D3
. Zbior et y y . € ey
elementow nie ma znaczenia dla wyznaczania zbioru. Kazdy element zbioru moze byé wymieniany wigee] niz trem a:
12z To, e a jest clementem zbioru A, zapisujemy a< A (@ 16+ @+ s D= (E+a-12)x+8
Zaznacz jedno prawdziwe zdanie sposrod podanych.
Relacje migdzy zbiorami A Jedli a= 4, to rownanie jest sprzeczne B Jedli a = 4, o réwnani jest oznaczone
Niech A1 B beda dowolnymi zbiorami €. Jedli a= -4, to réwnanie jest tozsamosciowe . Jedli a = 4, to xéwnanie jest sprzeczne
Powiemy, ze zbior ig w zbiorze B (zbiér A jest i bioru B, a zbi6 i hio- D zadanies. i i whaiciwg ied sposrod podanych.
ru A) symbolicznie: A < B, jeli kaidy element sbioru A jet elementem zbioru B. Dla przykladu Ne Ze Q< R. Mot Rozwiazaniem nierownosei 2x(4 - 33) + 4(3 - 33) < 23 - 33) + 22(5 + 30 jost przedziak
Zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru. A (05 B (05 C (0509 D (050
Zhiory 4 B sa réwne: symbalicznic: 4= B, jesl kdy clement zbioru A st clementem sbiora B odwrt: ey BB zadanie . Dokorie zdani whaicia J sposéd podanych,
Kady clement zbioru B jest elementem bioru A = oox 7 ok
sl od sumy pierwiastkow ro z jaé . to otrzymasi
, , : etz (355 s
Zbiory A1 B sa rozgezne; symbolicznie: A)B albo A n B= , jesl nie maja wpolnych clementor. iy A3 BT C7 D13
Zbior pusty jest p jednoczesnie j ac Kaidym zbiorem, ety BT zadanies. Driedzi ji fjest zbior i j iz 9. Funkeja fprzy-
porzadkownje kadej liczbie nieparzystej liczbe dzicnikow jej kwadratu, a kazdej liczbie parzystej
Dziatania na zbiorach liczbe drielnikéw jej polowy.
Nich U yatie Doret v Dok s, Lo e pravie
Anazywamy ysiora, i < ,,,,, i wartosci funkeji fma
A joréw A1 B;symbolicznie A B, nazywamy 6, ki te A 2clementy B 3clementy  C. dclementy D, 6 clementow
i U kiére naleza siq sytuaci, e clement :
S : it P e 23 D i ekt e s i it gt i
my taki zbier, ktorego clementami sq te i tylko te clementy zbioru U ktére naleza do obu zbioréw jednoczesnie, R H Wykres funkeji kwadratowej y = - 0.5(3 - rysunka
i Bnazywamy taki zbior, kto tylkote Alktére nie sy

clementami zbioru B. Warto zauwaiyé, ze A=UIA.
Zhiér wszystich liczb naturalnych to zbior N = {0 1, 2. .J, Zbior wzystkich liczb calkowitych to zbior

Z=1{0,1, 1,2, 2, . Zbir liczb wszystkich liczb wymiernych to zbior Q, czyli liczb postaci ™, gdzie m, ne Z.

n40.2bi6 y RLi .
Ktéra nie jest wymierna. Umieszczenic indeksu gormego + lub ~ wskazuje, e w zbiorze sa tylko liczby dodatnic
albo tylko ujemne. Na przyklad N oznacza liczby naturalne dodatnie (bez zera).

Liczba s jest to stosunck dhugosci okregu do diugosci jego srednicy.  jestliczba niewymierna, W obliczeniach

szkolnych korzysta si¢ czgsto z dwach praybliefi liczby 7 7 =3, 14oraz =%

Zhiér liczb pierwszych st nicskosczony.Jest tylko jedna liczba pierwsza parzysta . .
L to taka liczba naturalna, ktéra ma skoriczona, wigksza ni 2, . . B
Liczby 01 1 nie sa ani pierwsze, ani zdoone.

Hasla na marginesach, dzieki Punkty, ktére mozna zdoby¢
ktorym mozna szybko znalezé «----veoeerveenieaniid R na egzaminie maturalnym za
potrzebne informacje. rozwigzanie danego zadania.



Powtoérka przed maturg

W rozdziale zamieszczone zostaly wszystkie najwazniejsze informacje, czyli definicje, twierdzenia i wzory,
pogrupowane wedlug dziatéw matematycznych, ktore przydadza sie podczas powtarzania materiatu przed
egzaminem maturalnym na poziomie podstawowym dla uczniéw szkot srednich.

Liczby rzeczywiste

Zbiory

Zbior to inaczej kolekcja, zestaw. Zbiér niepusty sklada sie z elementéw, natomiast zbior pusty (@) nie ma zad-
nych elementow. Zbior jest jednoznacznie wyznaczony przez wszystkie swoje elementy. Kolejno$¢ wymieniania
elementéw nie ma znaczenia dla wyznaczania zbioru. Kazdy element zbioru moze by¢é wymieniany wiecej niz
raz. To, ze a jest elementem zbioru A, zapisujemy a € A.

Relacje miedzy zbiorami
Niech A i Bbeda dowolnymi zbiorami.

Powiemy, ze zbidér A zawiera sie w zbiorze B (zbiér A jest podzbiorem zbioru B, a zbior B jest nadzbiorem zbio-
ru A); symbolicznie: A c B, jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Dla przykladu Nc Z< Q< R.
Zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Zbiory A i B sa roOwne; symbolicznie: A = B, jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B i na odwroét:
kazdy element zbioru B jest elementem zbioru A.

Zbiory A i B sa rozlaczne; symbolicznie: A)(B albo A n B = @, jesli nie maja wspolnych elementow.
Zbidr pusty jest podzbiorem kazdego zbioru i jednoczesnie jest rozlaczny z kazdym zbiorem.

Dziatania na zbiorach

Niech Ubedzie uniwersum, czyli takim zbiorem, ze wszystkie rozpatrywane zbiory sa jego podzbiorami. Dopel-
nieniem zbioru A; symbolicznie: A’nazywamy taki zbior, ktorego elementami sg te i tylko te elementy zbioru U,
ktore nie nalezg do A. Suma zbioroéw A i B; symbolicznie A u B, nazywamy taki zbior, ktérego elementami sg te
i tylko te elementy zbioru U, ktére nalezg do jednego zbioru lub do drugiego (dopuszcza si¢ sytuacje, ze element
nalezy do obu zbioréw jednoczesénie). Cze¢éciag wsp6lna (iloczynem) zbioréw A i B; symbolicznie A n Bnazywa-
my taki zbior, ktérego elementami sg te i tylko te elementy zbioru U, ktdre nalezg do obu zbioréw jednoczesnie.
Roéznica zbiorow A\B nazywamy taki zbior, ktérego elementami sa te i tylko te elementy zbioru A, ktore nie sa
elementami zbioru B. Warto zauwazy¢, ze A=U\A.

Zbior wszystkich liczb naturalnych to zbior N = {0, 1, 2, ...}, Zbidér wszystkich liczb catkowitych to zbior

Z={0,1,-1,2,-2,..}. Zbior liczb wszystkich liczb wymiernych to zbiér Q, czyli liczb postaci E, gdzie m, ne Z,
n

n #0. Zbior liczb wszystkich liczb rzeczywistych oznaczamy przez R. Liczba niewymierna to liczba rzeczy wista,
ktéra nie jest wymierna. Umieszczenie indeksu goérnego + lub — wskazuje, ze w zbiorze sa tylko liczby dodatnie
albo tylko ujemne. Na przykiad N* oznacza liczby naturalne dodatnie (bez zera).

Liczba x jest to stosunek dtugosci okregu do dlugosci jego $rednicy. 7 jest liczba niewymierng. W obliczeniach

22
szkolnych korzysta si¢ czesto z dwoch przyblizen liczby n: 7 ~ 3,14orazz » -

Zbior liczb pierwszych jest nieskonczony. Jest tylko jedna liczba pierwsza parzysta.
Liczba zlozona to taka liczba naturalna, ktéra ma skonczona, wieksza niz 2, liczbe dzielnikow.
Liczby 0 i 1 nie sa ani pierwsze, ani ztozone.

Ibiory
lizbowe

Podzbiér
i nadzbior

Ibiory
rowne

Ihiory
rozfaczne

Ibiory
krzyzujace sie

Suma, iloczyn,
réznica

i dopetnienia
zhiorow



Potegi
i pierwiastki

Potega liczby
rzeczywistej
o wyktadniku
ujemnym

Pierwiastek
arytmetyczny

Prawa
pierwiastkowania

Potega liczby
rzeczywistej

Powtédrka przed matura

Liczba pierwsza to taka liczba naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki. Nie ma wzoru okreslajacego
wszystkie liczby pierwsze.

Warto$é bezwzgledna liczby rzeczywistej jest zdefiniowana nastepujaco:
xdlax >0
| | B {—xdlax <0
Dla kazdej liczby x € R:
. |x| >0 - warto$¢ bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemna,
. |x| =0 < x =0 — warto$¢ bezwzgledna liczby jest rowna 0 tylko dla 0,
. |x| >0 < x # 0 — warto$¢ bezwzgledna liczby roznej od zera jest liczbg dodatnia,
. |x| = |—x| - warto$¢ bezwzgledna liczby i warto$¢ bezwzgledna liczby do niej przeciwnej sa réwne,
o oxt=(-x) =[x

NN

Przyblizenie liczby
Liczba jest przyblizona z niedomiarem, gdy liczba przybliZona jest mniejsza niz przyblizana. Liczba jest przy-
blizana z nadmiarem, gdy liczba przyblizona jest wieksza niz przyblizana.

Btad bezwzgledny i btagd wzgledny przyblizenia
Niech dana bedzie liczba L i jej przyblizenie P: L ~ P. Blad bezwzgledny przyblizenia wyraza si¢ wzorem:

AL
AL = |L - P|. Blad wzgledny przyblizenia wyraza si¢ wzorem: oL = T

Potegi i pierwiastki
Dla dowolnej liczby a oraz ne N a"= g-a-...-a. Ponadto przyjmuje sie, ze a° = 1, o ile a # 0.
—_—

nrazy

Potege liczby rzeczywistej a # 0 o wykladniku catkowitym ujemnym -n, gdzie n e N, definiuje sie nastepujaco:

a’" = —.
a
Definicja pierwiastka (arytmetycznego) z liczby rzeczywistej uzalezniona jest od parzystosci stopnia pier-
wiastka:
« Jezeli n jest liczba dodatnig liczba parzysta, to pierwiastkiem (arytmetycznym) n — tego stopnia z liczby
rzeczywistej nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemna b, ze b" = a.
+ Jezeli n jest liczbg dodatnig liczbg nieparzysta, to pierwiastkiem (arytmetycznym) n — tego stopnia z liczby

rzeczywistej a nazywamy taka liczbe b, ze b" = a.

Przy zalozeniu, ze jezeli stopnie pierwiastkéw sg liczbami parzystymi, to a oraz b s nieujemne, zachodza

nastepujace prawa.

Yo [a

= n|—

Va5 =ab & b /4 =z

Dodatkowe zalozenie: b > 0

1

1 1
Potege liczby rzeczywistej a > 0 o wykladniku postaci —, gdzie n € N, definiuje si¢ nastepujaco: a» = fa
Pierwiastkowanie trzeciego stopnia moze by¢ Wykona?le na liczbach ujemnych, dlatego moze by¢ wykonane

wobec wszystkich liczb i wyrazen.



Powtérka przed matura

Potega o wyktadniku wymiernym

k
Potege liczby rzeczywistej a >0, ne N, n = 2, ke Z o wykladniku postaci —, gdzie n e N, definiuje sie nastepujaco: Potega
n o wyktadniku
wymiernym

Ogodlne prawa potegowania
Niech r, s beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi, niech a,b > 0. Zachodza wtedy wzory:

a’ a) a 6
a-a=as .(ar)s —as =g - (a'b)r —a b2 == 0g6lne prawa
’ > as ’ ’ b b potegowania

Jesli wykladniki r, s sa liczbami catkowitymi, to wzory te zachodza dla kazdego a0 i b # 0.

Pierwiastki
Wiasnosci pierwiastkow wynikajg z ogdlnych praw potegowania.

Dla x = 0 zachodza réwnosci: Yx =/x oraz ¥x = \N\/;.

Logarytmy
Logarytmem przy podstawie a (a > 0, a # 1) z liczby b (b > 0) nazywamy taka liczbe ce R, ze a® =b. Logarytm

Zachodza nastepujace zwiazki (@>0,a#1,b>0,d>0,te R)

a b =p log, b =t-log, b
Prawa
b dziatari na
I h
log, b+1log, d = log, (bd) log, b—log, d = log, (ZJ bt
Wyrazenia algebraiczne i wielomiany
Wzory skréconego mnozenia
Dla dowolnych liczb a i b zachodzg wzory:
(a+ b)* = a® + 2ab + b* (@a— by =a*-2ab+ b
at-b*=(a- b)a+ b) Wyrazenia a* + b? nie da sie rozlozy¢ na iloczyn. Wzory
(a+ by’ =a®+3a°b+ 3ab* + b (a- by} =a*-3a°b+3ab*+ b ;',‘{,‘L‘Z‘L_?f,g"
a® - b =(a- b)(a® + ab+ b @+ b= (a+ b)(a® - ab+ VP
Wielomiany jednej zmiennej
Wielomianem stopnia n, gdzie n € N*, bedziemy nazywac wyrazenie postaci:
Wx)=ax"+a, x"'+..+ax+ax+a,
gdziea, a,a,..,a ,,a €Roraza #0towspodtczynniki wielomianu. T
Wspélczynnik a  nazywa sie wyrazem wolnym. st(W) oznacza stopien wielomianu W. jednej
Zmiennej
Wielomianem zerowym nazywamy jednomian 0.
Réwnania, uktady réwnan i nieréwnosci
Rownania, uktady réwnan i nieréwnosci
Dwa réwnania (nierdwno$ci) sa rownowazne w zadanej dziedzinie D, jesli cze$¢ wspdlna dziedziny D z zbio-  Réwnania

. . ; . .. Loy ) ;o , © 1o- . Lo . , réwnowane
ru rozwiagzan pierwszego réwnania (nieréwnosci) jest rowna czesci wspolnej dziedziny D i zbioru rozwigzan  y zadanej

drugiego rownania (nieréwnosci). dziedzinie



Rozwigzania
réwnania liniowego
z wartoscia
bezwzgledna

Ibiory rozwiazan
réwnan
zwartoscig
bezwzgledng

Ibiory rozwigzan
nieré6wnosci
zwartoscia
bezwzgledng

Powtédrka przed matura

Réwnania liniowe z wartoscig bezwzgledna

Niech x jest zmienna, za$ a € R, r € R* beda pewnymi ustalonymi liczbami. Otéz rownanie |x - a| =r wyznacza

dwie liczby, ktore sg w odleglosci r od liczby a.

Zbiorem rozwigzan réwnania:

|x—a|:r, gdzieae R, reR, :: ::
jest: . . .
e{a-na+r,gdyr=0, : . . X
. {a}, gdy r=0, : : : >
o @, gdy r<0. a-r a atr
Niech e < f Wowczas dla kazdego x zachodza zwigzki:
o xe(ef)e= |x—c|<r,gdzie c= ﬂ ir= %.
+ p—
. xe(—OO,e)u(f,+00)<:>|x—c|>r,gdziec=—e L fze
+ -
+ xe(-00, ] u [f +00) = [x—c| >, gdzie c = % ir= fz ¢
Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng
Zbiorem rozwigzan nierdwnosci
|x—a| <rjest: r
« (a=ra+r),gdyr>0 :: ;:
« zbiér pusty, gdy r = 0 (poniewaz o : o
odleglosc¢ nie moze by¢ ujemna). ! ! ! X
Interpretacja geometryczna. Nierownosc : : : >
. . ‘s a—r a a-+r
ta wyznacza te liczby, ktorych odleglos¢
od liczby a jest mniejsza niz r.
Zbior rozwiazan dla
Nieréwnos¢
r<0 r=0 r>0
|x—a|=r o a fa-ra+n
|x—a|=r R R\{a} Ra-ra+r
|x—a|<r o ) (a—r,a+r)
|x—a|£r ) fa-ra+n l[a—r,a+r]
|x—a|>r R (—0,a) U (a,+%), (—0,a—r)U(a+r,+x),
|x_a|2r R R (—o(),a—r]u [a+r,+oo)
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Powtérka przed matura

Uktady réownan liniowych

Uktad dwoch rownan liniowych ma postac:

Ax+By= C

{Dx +Ey= F o

Rozwiazaniem ukladu réwnan jest taka para wartosci x oraz y, Ze spelnia ona oba réwnania. Eﬁfjg‘fiﬁﬂ,‘ﬁan

Uktlad réwnan nazywa sie:

+ oznaczonym, gdy ma dokladnie jedno rozwiazanie (jedna pare liczb), Klasyfikacja

+ nieoznaczonym, gdy ma nieskonczenie wiele rozwigzan, :m?:,‘,’v

+ sprzecznym, gdy nie ma rozwigzan. liniowych

W interpretacji geometrycznej rownania w ukladzie rownan sa rownaniami prostych. Rozwigzaniem jest

(kazdy) punkt wspoélny obu prostych. W przypadku ukladu rownan oznaczonych proste przecinaja sie tylko

w jednym punkcie. W przypadku ukladu réwnan nieoznaczonych oba réwnania wyznaczaja te sama pro-

sta. W przypadku ukladu réwnan sprzecznych proste wyznaczone przez rownania sg rownolegle, lecz si¢

nie pokrywaja.

Rozwiagzywanie uktadéw réwnarn liniowych

W metodzie podstawiania wyznaczamy jedna z niewiadomych (np. y) z ktéregokolwiek réwnania, a nastepnie

podstawiamy uzyskane wyrazenie w pozostalym réwnaniu. Tak otrzymane réwnanie jest rOwnaniem tylko

z druga niewiadoma (x). Rozwiagzujemy to rownanie (obliczajac x). Te warto$¢ wstawiamy do wyrazenia wyzna-

czonego na poczatku (obliczajac y).

W metodzie przeciwnych wspélczynnikdéw mnozy sie jedno lub oba rownania przez tak dobrane liczby, aby po

ich dodaniu otrzymac¢ réwnanie tylko z jedng niewiadoma.

Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadow dwoch rownan liniowych.

Do rozwigzania ukltadu potrzebne beda nastepujace wyznaczniki:
Wyznacznik

A B C B A C g!éwn){ ukladu
|5 5 a0 w7 -ce-sr W= o|-ar-co Eelnen

poboczne

Jezeli W # 0, to rozwiagzanie ukladu jest jedno:

Jezeli W=0orazW, =0iW, =0, to uklad jest nieoznaczony (ma nieskonczenie wiele rozwigzan).
Jezeli W= 0 oraz (W, # 0lub W, # 0), to uklad jest sprzeczny (nie ma rozwiazan).

Nieréwnosci kwadratowe

Bedziemy rozwaza¢ nieréwnosci kwadratowe w postaci:

fix)>0 flx) =0 flx)<0 fix)<0

dla f(x) = ax®+ bx + ¢, gdziea € R\{0}, b € R,c € R.
Zbidr rozwigzan nieréwnosci zalezy od znakow wyrdznika kwadratowego (A) oraz wspotczynnika a.
Przy omawianiu rozwigzan bedziemy sie odwotywac do ponizszych schematow, ktore przedstawiajg polozenie

wykresu funkcji kwadratowej wzgledem osi Ox.
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Powtédrka przed matura

A < 0. Réwnanie kwadratowe f{x) = 0 nie ma

rozwigzania.
a Nierownosé Zbiér rozwiazan
flx) >0
R
flx) = 0
a>0 )
x)<0
A %)
fix) =0
f) <0
R
flx) <0
a<0 )
x) >0
S %)
fix) =0
A = 0. Réwnanie kwadratowe f(x) = 0 ma
b a>0 a<0
jedno rozwiazanie x, = ——.
2a x
a Nieréwnosé Zbior rozwigzan - _
f(x) >0 R\{XO} A<O =+ —_
f 20 R + +
a>0 >
fix) <0 %) x
flx) =0 {x0} :
fx) <0 R\{x0} o + |+ : X
< + l + — ! —
a<0 f =0 . : > i
X JR—
flg =0 % ;
fix) =0 {x0}
A > 0. Réwnanie kwadratowe f{x) = 0 ma dwa
o —b-JA —b+~/A "‘\ /+; /4\ x
rozwiazania x, = , X, = . |A<0 > >
. NCZ] I=am =
a Nierownosé Zbior rozwiazan
fx)>0 (—o0,x, ) U(x,,+0)
f =0 (—oo,xl]u[xz,—i-oo)
a>0
fx) <0 (x,,%,)
fix) <0 [xl’xz]
fx) <0 (o0, x, ) U (x,,+)
fo<o | (~omlofne)
a<0
fx) >0 (x,,%,)
flo) 20 [xl’xz]
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